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HAUPTAUFSÄTZE 


Zur Theorie des Tragflügels bei gekrümmter Flugbahn. 


Von C. WIESELSBERGER in Göttingen. 


ie vorliegende Arbeit untersucht auf den Grundlagen der von L. Prandtl begründeten 
Tragflügeltheorie!) das Problem des Fluges in einer Kreisbahn. 


1. Einleitung und Zusammenfassung der Ergebnisse. Ein horizontal 
liegender Flügel bewege sıch so, daß der Flügelmittelpunkt einen Kreis beschreibt, dessen 
Ebene ebenfalls horizontal liegt; die Querachse des Flügels sei stets radial gerichtet. 
Infolge der Kreisbewegung ist die Luitgeschwindigkeit relativ zum Flügel auf der äußeren 
Flügelhälfte größer, auf der inneren kleiner als in der Mitte. Die äußeren Flügelelemente 
erfahren dadurch einen größeren Auftrieb als die entsprechenden inneren. Die Ver- 
teilung des Auftriebes über die Spannweite des Flügels wird dadurch unsymmetrisch in 
bezug auf die Flügelmitte. Nehmen wir an, daß bei gerader Flugbahn der Auftrieb 
und damit auch die Zirkulation elliptisch über die Spannweite verteilt ist, so ließe sich 
bei gekrümmter Flugbahn die Zirkulation eines jeden Flügelelementes in der Weise 
ermitteln, daß die symmetrische Verteilung der Zirkulation, die dem geraden Fluge ent- 
spricht, durch eine andere ersetzt wird, wobei für jedes Flügelelement eine Geschwin- 
digkeit eingesetzt wird, die es gemäß seiner Entiernung vom Mittelpunkt der gekrümmten 
Flugbahn hat. Die Zirkulation, die die Dimension Geschwindiekeit Länge hat, ändert 
sich dabei proportional der Geschwindigkeit. 

Diese Betrachtungsweise berücksichtigt nicht den Umstand, daß das gemäß der 
(ragflügeltheorie von der Hinterkante des Flügels ausgehende Wirbelband, dessen Gestalt 
in unserem Fall ringförmig ist, eine Rückwirkung auf den Flügel derart ausüben kann, 
daß die Verteilung der Zirkulation geändert wird. Untersucht man diese Rückwirkung 
näher, indem man die von dem Wirbelbande herrührenden Störungsgeschwindigkeiten 
am Orte des Flügels berechnet, so zeigt sich, dafs die wirkliche Verteilung der Zirkulation 
von der symmetrischen Form weniger abweicht, als nach der elementaren Auffassung 


l 


) L. Prandtl, Tragflügeltheorie, 1. u. 2 Mitteilg., Naehrichten d. Ges. d. Wisg. zu Göttingen 
Matlı.-Phys. Klasse 1918/19. 
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zu erwarten wäre. Das Wirbelband wirkt im Sinne einer Abschwächung, deren 


(iröße durch eine dimensionslose Zahl 5, die stets kleiner als 1 ist, zum Ausdruck gebracht 
wird und die in unserem Falle nur von dem Achsenverhältnis des den Betrachtungen 
zugrunde gelegten elliptisch umrissenen Flügels abhängt. Nach Bestimmung des Wertes 
von P werden zunächst Auftrieb und Widerstand des Flügels bei der kreisförmigen Be- 
wegung ermittelt und deren Äenderung gegenüber der geradlinigen Bewegung festgestellt 
Ilierauf wird das Moment um die Längsachse (Quermoment) sowie das Moment um die 
vertikale Achse (Seitenmoment) berechnet. 

Die analytische Behandlung eines Flügels mit durchgehender linearer Verwindung 
(ohne Unstetigkeitsstelle in der Mitte) ist dem vorstehenden Problem verwandt und wird 
im Anschluß an dieses hier durchgeführt werden 

Schließlich werden die für den Flug auf der Kreisbahn berechneten Werte von 
durch Messung des Quermomentes an einem Rundlauf geprüft. Aus der Größe des 
Quermomentes läßt sich # in einfacher Weise ableiten. Der gemessene Wert von P + I 
ist um rd. 5,5 vH kleiner als der theoretische. Die mutmaßlichen Ursachen für diesen 
Unterschied werden angegeben 


2. Ableitung des Geschwindigkeitsfeldes in der Umgebung eines kreis- 
förmigen Wirbels. Für die folgende Untersuchung nehmen wir an, daß die Bewegung 
des Tragtlügels auf einer kreisförmigen Bahn erfolge. Die Achse eines jeden von der 
Flügelhinterkante ausgehenden Wirbeliadens wird dann, wenn wir, wie in der Trag- 
flügeltheorie, seine Eigenbewegung vernachlässigen, ebenfalls kreisförmig gekriimmt sein. 
Die (resamtheit aller freien Wirbelfäden bildet daher, falls die »traeende Linie« (d.i. 
eine Linie, längs welcher man sich den Auftrieb konzentriert denkt) in der Ebene der 
Flugbahn liegt, ein ebenes kreisförmiges Wirbelband. Wir nehmen weiterhin an, daß 
noch kein voller Kreis durchilogen ist. Würde mehr als ein Vollkreis durchflogen, so 
würde das in nächster Nähe befindliche Wirbelband des vorigen Umlaufes eine starke 
Störung geben; deshalb wird dieser Fall ausgeschlossen. ls wird sich zeigen, daß die 
entfernteren Teile von geringer Wirkung sind, so daß der durchflogene Winkel nur 
geringen Einfluß hat. Der Berechnung wurde ein Wirbelband zugrunde gelegt, das 
sich in einer Länge vom halben Umfange der Kreisbahn unmittelbar an den Flügel 
anschließt. 

Die erste Auigabe besteht nun darin, das von einem Wirbelfaden von halbkreis- 
förmiger Gestalt erzeugte Geschwindigkeitsfeld zu ermitteln. Nehmen wir an, daß die 
Ebene des Flügels mit der Ebene des Wirbelsystems zusammenfällt, d.h. daß der Flügel 
die Kreisbahn ohne Schräglage durchfliegt, so genügt es, wenn die Störungsgeschwindig- 

keiten in der durch den Halbkreis bestimmten Ebene 


\ 2 ; . 
UN bekannt sind, da die tragende Linie auch in dieser 
r 1% Ebene liegt. Die Richtung der Störungsgeschwindig- 
f pP keiten ist überall senkrecht zu der genannten Ebene. 
/ | Wir betrachten einen halbkreisförmigen Wirbelfaden 
EN 2 vom Radius 2, um welchen überall die Zirkulation 7 
ıiırrvogcg [ ne 3 " > im > r > 1 * 
R (a x er herrscht (Abb. 1). Kin beliebiger Punkt P in deı 


Ebene des Halbkreises, für welchen die Störungs- 
oeeschwindigkeit bestimmt werden soll, sei hier durch 
Abb. 1 die Größen r und « gekennzeichnet. Der im Punkte P 
von einem Wirbelelement von der Länge ds erzeugte 
Betrag «ıw der Störungsgeschwindi;keit ist nach dem Biot-Savartschen (resetz: 
I’ sin p ds 


dw = a 
tot 

wenn e die Entfernung des Punktes ?_ von dem Wirbelelement ds und g den Winkel 

dieser Richtung mit der Richtung von «ds bedeutet. Durch die bekannten Größen R, r 

und « ausgedrückt ist 


Q R "cos «dA 7 > 
e—r’sin@« + (R—rcos@)’, sin p — j ds—=Rda, 


‘ 
so daß man für dıe erhält: 
!' (R rcosa) Rd« 


dw = . are Te 
ar (K' + "7 — 2Rr cos a)'2 
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Die resultierende Geschwindigkeit » im Punkte P wird daher durch das über 


= 





u . 
den Halbkreis erstreckte Integral zum Ausdruck gebracht: 
/ | hd X 
74 ’ 
! Di |  } 7 
n 
Setzen wir zur Abkürzung RA’+ r?=p* und 24%) Q’, so ist 
£: n LE Oo Co dd 
U — (7 I? 
in . | ] qg cvs Vi il 4 
Diese Integrale sind vom elliptischen Typus. Bezeichnet man mit K und E’ die 
vollständigen elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung, so ist 
/ 
ie > R° 1 j q | 2 2p ' H g V2\ 
m == g ei Rr\ ‚E\- } 
4rı V»* + g’P - (0 V»2 + g? q° | Dp’ +gqg p® ‚3 l »? Ba 
J Wa ! 
r j e 4 J | ‚2 Aug / \ 
Hieraus läßt sich die Störungsgeschwindigkeit in einem beliebigen Punkte der 
Halbkreisebene angeben, da die Werte von K und E’ für verschiedene Werte des | 
’) 
4 uf r ... . - 
Moduls k = aus den vorhandenen Zahlentafelu für elliptische Integrale entnommen 
Vp’ +0 
f werden können. Für unsere Zwecke ist jedoch diese Form des Resultates ungeeignet, 
denn für die weitere Behandlung des Problems ist es erforderlich, daß der Ausdruck 
für © in einer geschlossenen Form sich darstellt, damit wir später eine noch nötige 
Integration ausführen können. Dies wird erreicht, wenn wir K' und E’ in Reihen ent 
wickeln. Für die Konvergenz dieser Reihen ist es vorteilhaft, wenn wir K und E 
y durch die komplementären elliptischen Integrale K und E ausdrücken, indem wir den 


— VYı 


Modul k durch den komplementären Modul X: k® ersetzen. Es ist dann 


K(r,Z)=K(r,7)-K(VYı-r,”), E(r,”7)=-E(R,7)-E(Vı—r:, ”) 


_ 


Die vollständigen elliptischen Integrale K und E lassen sich nach Lerendre 
dureh folgende Reihen darstellen: 


K(#,—)=in . 4 Sk ke 1)» 5 Eia  -i- — 


74 i - ' -_ 


ö h ' | p’ — 2 
Gemäß Obigem ist k = Vi-k’—= | oder wenn wir für p und 9 die Werte 
p’+gq 
einsetzen: 
! Rt 
k 
l? 7 


Für den Fall, daß wir die Störungsgesch wvindigkeit nur in solchen Punkten ins 
Auge fassen, deren Entfernung vom Wirbelfaden sehr klein ist gegenüber dem Radius 
der Flugbahn, d.h. wenn r und ZA nur wenig voneinander verschieden sind, wird der 
o- ’ > ’ 


IRı . ; ’ j . £ 
‚ert von ‚nahe bei 1 liegen. X wird dann eine kleine Zahl werden, deren 


5 


R+ r)* 
()uadrate wir vernachlässigen können, so daß wir von den beiden Reihen für K und E 
nur das erste Glied zu berücksichtigen haben, da im zweiten Gliede 4’ bereits in qua- 
dratischer Form auftritt. Es ergibt sich somit: 


K (1, de ) In > E (1°, - 


2 


m 


') Siehe Legendre, Traite des fonet. ellipt., Paris 1825 
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Mit Benutzung dieser Werte lautet nun der Ausdruck für die Störungsgeschwin- 


diekeit : & Br z p® Rr »R 4 
a ie | Fr w In 


TE \g8 Vp? + g° ?VP’+tP®-qP a Yr’+gq Vı-® 


Führt man für p und „ ihre Werte ein, so vereinfacht sich der Ausdruck auf: 


% | | A(R+nr) 
7 ( | In 
+ IT \R R ? R 
Wir führen ferner an Stelle der Variablen r die Variable x ein, welche die Ent- 
iernung des Aufpunktes vom Wirbelfaden darstellt, indem man R—r—x setzt. Dann 
ergibt sich 
/ | (27 r 
I EI 4 In 2) 
\ I J 2 R Mi I 


Der zweite Summand dieses Ausdruckes läßt sich noch weiter reduzieren: da # 
gegen die übrigen Längen groß ist, so halten wir es für zulässig, daß Glieder mit dem 
Faktor Re vernachlässigt werden. Den ersten Faktor des zweiten Summanden können 


wir wie folgt schreiben 


en, 
+2 
2 R 7 2 / 2 R 


| | 2 
| l t - T r + z + 
2R 'R IR 2 1 I 
oder mit der oben für zulässig erklärten Vernachlässigung der Glieder mit dem Faktor 
R IR 
Den auf diese Weise erhaltenen zweiten Summanden formen wir in folgender 
Weise um: 


1 l (2 R Mr | 2 I: 4 | 5 R dl 
In (In | — In (1 )) ((in 4 + In L- Ip 1 - ) 
) R 7 # I 2 R’ 2 R I > R / 
l Z R i r® 
ie ((In t + In ( m. I .)) 
> R \ I > R N p4 J 
Mit Vernachlässigung von (iliedern der Ordnung gibt dies: 


“ (In e ' Ins). 


2 R \ #4 


"ür die Störungsgeschwindigkeit ©» erhalten wir nun endgültig den Näherungswert: 


e [- ' „(en - ' In s)) , (8) 


+ Li #7 £ ı 
Ks ist von Interesse, die Uebereinstimmung dieses Wertes der Störungsgeschwin- 
diekeit mit der exakten Lösung kennen zu lernen, die sich durch strenge Berechnung 
der elliptischen Integrale ergibt. Diese lautet, wenn p und g durch R und x aus- 


eedrückt werden: 
Pfiiı. f3V/au | (2? VR(R 2) 
El | K ( ) 


2 R 7 3 R "nr 2 R zZ 


{ 


y 
Nach dieser Gleichung wurde für einen angenommenen Fall der exakte Wert von 
für verschiedene Werte von « mit Hilfe der Legendreschen Zahlentafeln der ellip- 


j 


tischen Integrale berechnet. Dabei ist für ?= 1 und — 1 gesetzt worden. Die so 
hr 


gewonnene strenge Verteilung der Störungsgeschwindigkeit über den Radius ist in 
Abb. ? durch die ausgezogene Kurve dargestellt, während die Anwendung der Näherungs- 
formel die gestrichelte Kurve ergibt. Man sieht daraus, daß für Werte von x, die klein 
sind im Vergleich zum Radius R der Flugbahn, die Störungsgeschwindigkeit durch die 
Näherungsformel mit für unsere Zweeke hinpreichender (renauigkeit wiedergegeben wird. 


3, Berechnung der Zirkulationsverteilung. Nachdem wir nun in den Stand 
gesetzt, die von einem kreisförmigen Wirbel bei gegebener Zirkulation erzeugte Störungs- 
eeschwindigkeit in der Ebene desselben anzugeben, gehen wir dazu über, die Riück- 
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wirkung des vom Flügel ausgehen- Er 
den halbkreisförmigen Wirbel I | 
systems auf den Flügel selbst zu | 76 
ermitteln. Diese Rückwirkung be 
steht, wie bereits im ersten Ab- 2 
schnitt angedeutet, darin, daß durch 
das System der abgehenden Wirbel N 
am Orte des Flügels eine lotrecht | 
nach abwärts gerichtete Geschwin 4 
diekeit erzeugt wird, welche eine | 
Veränderung des ursprünglichen BR ht BE a El 
Anstellwinkels längs der Spann- Akon ige N 0 04 06 08 
weite und damit auch eine Ver- 
änderung der Auftriebsverteilung 
bewirkt. Es kommt nun hier darauf 
an, die tatsächliche Auftriebsvertei- | 
lung zu bestimmen. Sobald diese | 
bekannt ist, lassen sich alle für | 
den Flug in der Kurve wichtigen 
(srößen berechnen. 

Zur Lösung dieser Aufgabe 
gehen wir in der Weise vor, daß 
wir eine geeignet erscheinende Abb. 2 
unsvmmetrische Auftriebsverteilung 
annehmen und zusehen, ob sie unseren Forderungen genügt Die Verfoleung des 
direkten Weges würde erheblich größere Schwierigkeiten bieten. Es wird angenommen, 
daß beim geraden Flug der Auftrieb und damit auch die Zirkulation elliptisch über die 
Spannweite des Flügels verteilt ist. Dies wird durch die Gleichung 


72 

zum Ausdruck gebracht wird, wenn /, die Zirkulation in der Mitte des Flügels, / die 
halbe Flügelspannweite und / die Zirkulation im Abstand x von der Flügelmitte be- 
deuten. In der elementaren Theorie geht man von der Tatsache aus, daß diejeniren 
Flügelelemente, welche größeren Abstand vom Krümmungsmittelpunkt der Flugbahn 
haben, größere Geschwindigkeit relativ zur Luft besitzen, und zwar ist die (reschwindig- 
keit proportional dem Abstand des betreffenden Flügelelementes vom Mittelpunkt der 
Flugbahn. Dem entsprechend wird, da nach dem Joukowskyschen Satz die Zirkulation 
der Geschwindigkeit proportional ist, die Zirkulation proportional dem Abstand vom 
Mittelpunkt angenommen. Diese Verteilung würde durch die Gleichung 


af. Vı 41 ' ) 


1 

eekennzeichnet sein. Dieser Ansatz läßt indessen außer acht, daß durch die abgehenden 
Wirbel die Verteilung der Zirkulation infolge Aenderunz des wirksamen Anstellwinkels 
der einzelnen Flügelelemente ebenfalls verändert wird. Dieser Aenderun« der Verteilung 
der Zirkulation über die Spannweite tragen wir in der Weise Rechnung, daß wir das 
‚weite Glied in der Klammer mit einem Zahlenfaktor £, den wir als »EKinflußzahl« be- 
eichnen, versehen und demgemäß ansetzen: 


de ea “ 


Die Einflußzahl 5 ist zunächst unbekannt; wir müssen sie, falls der gewählte 
Ansatz überhaupt zulässig ist, so bestimmen, daß sie mit den Bedingungen unseres 
Problems verträglich ist. Zu diesen Bedingungen gelangt man durch folgende Ueber- 
legung: Da sich unsere Betrachtungen auf einen unverwundenen Flügel erstrecken, s0 
ist der Anstellwinkel «, d.h. der Winkel zwischen Flügelsehne und Bewegungsrichtung 
für jedes Flügelelement der gleiche. Nun setzt sich nach der Tragflügeltheorie der An 


stellwinkel « aus zwei Teilen zusammen, nämlich aus dem Anstellwinkel «@, welcher 


. x . . r. wo; » r .. 
unendlich großer Spannweite entspricht, und dem Winkel 9 = -—- infolge Veränderung der 
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—ns 


> ir men ern 











a re 


=), 7 


Ma ai 
3 


bi 
1 
8, 
‚#) 
g 











330 Zeitschrift für ansewandte Mathematik und Mechanik Band 2 


_ 


Anströmungsrichtung durch die Wirkung des abgehenden Wirbelbandes, so daß man für 
den geometrischen Anstellwinkel erhält: 


( un KR (5). 


Dieser Winkel muß längs der ganzen Spannweite konstant sein. Diese Forderung 
benutzen wir später zur Bestimmung des noch unbekannten Faktors ß. Zunächst suchen 
wir die durch die angenommene Zirkulationsverteilung erzeugte Vertikalgeschwindigkeit 
zu ermitteln, da sich daraus der Neigungswinkel 9 der anströmenden l.uft ergibt. Zur 
Berechnung derselben greifen wir auf die dureh (il. (3) dargestellte Beziehung zurück. 
Diese läßt sich für die folgende Anwendung noch weiter vereinfachen. Wir sind bereits 
darüber unterrichtet, daß von der Flügelhinterkante ein aus infinitesimalen Wirbelfäden 
bestehendes Wirbelband ausgeht, das in unserem speziellen Falle ringförmige Gestalt 
hat Jedem auf der tragenden Linie liegenden Aufpunkt lassen sich stets zwei Wirbel 
‚on gleicher Stärke, aber verschiedenem Drehsinn zuordnen. Die Wirbelstärke eines 
elementaren Wirbelstreifens ist wie wir wissen durch den Ausdruck £ dx gegeben. 

x 
Bei einer beliebigen stetigen Zirkulationsverteilunge (die an den Fliigelenden mit senk- 
rechter Tangente auf den Wert 0 geht ojibt es daher stets zwei Abszissen &; und %a, 
für welche die Beziehung eilt I; dl Die an diesen Stellen abgehenden Elementar- 


wirbel sind also gleich stark, ihr Drehsinn ist aber entgegengesetzt. Für die Wirkung 


in einem Aufpunkte /’ mit der Abszisse ©,» kommt die Summe der Einzelwirbel in Be- 
tracht. Unter Beachtune von Gl. /3) ist daher 
da ı (a } Ins Zr) 
I 
| | | 1 
| In 2 Lo) In 8 RR) 
2 KH 22h 


Man sieht, dab bei der Summierunge der Wirkung zweier gleich starker Wirbel 


fäden das von x unabhängige Glied Ins/? wegfällt. Da dies für sämtliche Elementar- 
wirbelpaare der Fall ist, so können wir für die folgende Integration dieses konstante 
(Hlied außer acht lasse Bezeichnen wir von nun ab den Abstand eines Wirbelfadens 


von der Flürelmitte it x, so ist die Vertikalgeschwindigkeit ze im Aufpunkte P mit der 


} Pr 
Abszisse 


Aus (Gl I) ereibt sıch ZUu 


"ür die Vertikalgeschwindiekeit ergibt sich demnach, wenn wir wieder die 


(‚lieder mit vernachlässieen 


e - In(r — m)dx 
8 71 R 1? 2 / 


Die Inteeration dieses Ausdruckes liefert: 
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Diese Art der Verteilung der Vertikalgeschwindigkeit über die Spannweite ist für 
unser Problem zulässig, vorausgesetzt, daß der Bedingungsgleichung (5) genügt wird, 
nach welcher der geometrische Anstellwinkel zwischen Flügelsehne und Bewegungs 


richtung für jeden Flügelqauerschnitt der gleiche sein muß. letzteres können wir da 
durch erreichen, daß wir die noch unbestimmte Konstante % so bestimmen, daß Gl. (5) 
befriedigt wird Wir setzen zu diesem Zwecke den Ausdruck für die Vertikalgeschwin 


digkeit Gl. (7) in Gl. (5) ein, wobei wir auch die Größen «, v» und £ durch die ent- 
sprechenden Ausdrücke ersetzen. £ bedeutet die Flügeltiefe. Wir nehmen an, daß wir 
die in unserer Aufgabe angenommene elliptische Verteilung des Auftriebes durch einen 
Umriß des Flügels von elliptischer Form bei konstantem Anstellwinkel längs der ganzen 
Spannweite erreicht haben. Dann ist: 


Wi 
f ® ! 
u E 


unter /, die Flügeltiefe in der Mitte des Flügels verstanden Für « läßt sich nach 
Kutta schreiben: 


Die Größen 7, t und v» sind längs der Spannweite veränderlich. Drücken wir 
sie durch die Werte /,, /, und ®, in der Flügelmitte aus, so erhält man: 


r — nn Ferner ist: 





eingesetzt in Gl. (5) liefert: 
w ! #: tn 2 a Tt T vo to a TUuvyoya a 


R W IR un 0 F r: R 


Diese Gleichung muß für jeden Wert von x erfüllt sein. Dies ist nur möglich, 
wenn die Summe der mit x behafteten Glieder 0 ist, Daher ergibt sich durch Ver- 
eleichung der Koeflizienten von 


2) Y Ca 
Setzt man noch /\, A 


ınd u F Cu Ca to 


;o erhält man für > den Ausdruck: 


I) 


° » .. . Io ° . rer . 
Schließlich wollen wir für das Achsenverhältnis des elliptischen Flügelumrisses 
den Buehstaben / einführen und erhalten dann 
TI 
1 / 
7 1 / 
D — (5). 
A +77 / , 


Aus diesem Ergebnis ersieht man, daß der Wert von /# nur von dem Achsen- 


verbältnis des elliptischen Flügelumrisses abhängt Der größte Wert, den $ annehmen 
kann, ergibt sich für = 0 (d.h. für unendlich große Spannweite) zu P l. Für ver- 
schwindend kleine Spannweiten (4 = +) nähert sich 5 dem Werte '/,, denn es ist 
+7 
lim - a 
4 L/ 


In der nachstehenden Zahlentafel sind die Werte von » für verschiedene Werte 
von / berechnet 
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). y 10 5 2 | 0,9 0,8 0,7 
B= 025 0,273 0,295 0,353 0,431 0,447 0,464 0,484 
= 0,6 0,8 0,4 0,3 0,2 0,1 0,05 U 

DB == 0,511 0,541 0,582 0,636 0,710 0,820 0,897 1,0 


In Abb. 3 ist für einen angenommenen Fall die Verteilung der Zirkulation über 
die Spannweite zur Darstellung gebracht, wie sie sich auf Grund der Tragflächentheorie 
ergibt (ausgezogene Kurve). Die gestrichelte Kurve stellt die Zirkulationsverteilung dar, 
welche die elementare 'T’heorie ohne Berücksichtigung des von der Hinterkante aus- 
gehenden gekrümmten Wirbelbandes liefert. 





4. Berechnung der Luftkräfte und 2 
Momente. In Abb. 4 sind die im allge- . 
. n : as ’ Tepe 
meinsten Fall auf einen Flügel wirkenden we Yungsr, N, 2 
a N N y . a. Inoaata u. Dr 
l.uftkräfte und Momente zusammengestellt. er 
M I. 
1‘ Y ST 
\ J de si 
ee > 
r ——_ W 
> Ba 
’ > 3 
y r En 
% wo | 
- DM, 
\bb. 3 \bb. 4 


Die Symmetrielinie des Flügels ist nach der Y-Richtung des eingezeichneten Koordinaten 
systems orientiert; die Bewegung erfolge entgegen der Y-Richtung. Der Auftrieb A 
wirkt dann senkrecht zur Bewegung in der Z-Richtung, der Widerstand W der Bewegung 
entgegen in Richtung Y. Das Moment um die Y-Achse ((Juermoment) und das Moment 
um die Z Achse (Seitenmoment) bezeichnen wir mit J/, bezw. M.. Die Seitenkraft $ in 
Richtung X und das Moment 4/, (Längsmoment) spielen bei unseren Betrachtungen 
keine Rolle. 

a) Auftrieb und Widerstand. Auf Grund der gewonnenen Ergebnisse wollen 
wir zunächst untersuchen, in welcher Weise sich Auftrieb und Widerstand bei kreis- 
förmiger Bahn ausdrücken. Es ist: 

dAA=ovlI dx. 

Setzt man für /' den Ausdruck Gl. (4) ein und dıückt man v durch die Ge- 

schwindigkeit 0 in der Mitte des Flügels aus, so ergibt sich: 


u evote) \ı (1+ ai | „)d« 


€ 
l 


, "u a” + f a” P x .) a* 
en ([Yı-,ax- »Yı -%+%, fe Yı-Sae). 
E Bu R gr RR 4 l 
Das 2. Integral in der Klammer mit dem Faktor ist Null. Berücksichtigen wir 


> 
% 


in diesem Falle, wo der Eintluß 1. Ordnung des Flugbahnradius verschwindet, die 2. Ord- 


nung mit dem Faktor _,, so erhält man für den Auftrieb 
7* 


A=owlnl i (1 En 
t R? 

Der Faktor vor der Klammer stellt den Auftrieb bei geradliniger Bewegung dar; 
der Klammerausdruck gibt demnach die Aenderung gegenüber der geradlinigen Be- 
wegung an. Er ist, wie man sieht, nur von geringem Einfluß auf die Größe des Auf- 
triebes, falls der Bahnradius ZA gegenüber der Spannweite 2 ! groß ist. In erster Nä- 
herung bleibt daher der Auftrieb gegeniiber dem geradlinigen Fluge ungeändert. 
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Zur Berechnune des induzierten Widerstandes dient der Ansatz: 
> 


un dl ol wdx. 


- 


Setzen wir für / und :© wieder die entsprechenden Ausdrücke Gl. (4) und Gl. (7 
ein, so ergibt sich 


Bi vn | | rat | Pair Mn P+'))da 


Die Ausrechnnng des Integrals (in ähnlicher Weise wie oben) liefert für den 
Widerstand 


W = — 1 + 
Beim geradlinigen Fluge ist 


W 


l a . e R 2. Es 
Ist 2 klein, so wird der Unterschied gegenüber der geradlinigen Bewegung un- 
bedeutend. 


b) Das Moment um die Y-Achse (Quermoment). Zur Bestimmung des 
()uermomentes M, setzen wir an: 





M, : cdaA=o cl vdx. 
/ und v» werden wieder, da sie längs der Spannweite veränderlich sind, durch 
die entsprechenden Ausdricke ersetzt Man erhält dadurch: 


3 


M,=ovow1Io | li 


Die Integration dieses Ausdruckes liefert unter Vernachlässigung der 2. Ordnung 


für das Quermoment, wenn man 21 —b setzt, 
Ab“ (B | 
M, ) 
16R 
Es ist hier am Platze, darauf hinzuweisen, daß nach der elementaren Theorie, 
welche die Wirkung des Wirbelbandes unberücksichtigt läßt, der Wert von P =1 ist. 
In diesem Falle würde das ()yermoment J/, sein: 
Ab 
M= 
“ R 


Man sieht, daß, da stets kleiner als I ist, das auf den Grundlagen der 'I'rae- 
lügeltheorie berechnete Moment kleiner ist als dasjenige, das sich aus der einfachen 
elementaren Auffassung ergibt. Die Krümmung des Wirbelbandes wirkt demnach im 
Sinne einer Abschwächung auf das (Juermoment 


c) Das Moment um die Z-Achse (Seitenmoment). Die gleichen Ursachen, 
die für das Vorhandensein des (Juermomentes maßgebend sind, bewirken auch das Auf 
treten eines Momentes um die Z-Achse. Die äußere llügelhälfte erfährt wegen des 
orößeren Auftriebes einen größeren induzierten Widerstand, dann aber auch als direkte 
Wirkung der größeren Geschwindigkeit einen größeren Profilwiderstand. Das Moment 
des induzierten Widerstandes bezeichnen wir mit M.,, das des Profilwiderstandes mit M 

Das Moment des induzierten Widerstandes ist: 


73 j 
Mu = x da=% | 1 V A 1 + — {1 z (2 + /)) dx. 





-/ ] 


Die Durchrechnung ergibt unter Vernachlässigung der Glieder 2. Ordnung 
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Auffallend ist hier, daß dieses \oment von der Flügelspannweite unabhängig ist. 
Der Ausdruck hat aber, wie man sich leicht überzeugt, die Dimension eines Momentes. 
Zum Vergleich schreiben wir auch hier wieder das nach dem elementaren Ansatz er- 
rechnete Moment M; an, das wir aus dem vorstehenden Ausdruck erhalten, wenn 9 = | 
gesetzt wird. Es ist also 

74 
M 


+.) 


2 ng 

Dieses Moment ist ebenfalls wieder größer als das nach der Tragflügeltheorie 
eerechnete. 

Wir wollen auch noch den Beitrag des Profilwiderstandes zum Seitenmoment er- 
mitteln. Es ist: 





M | xc.,“_ td 
Hierbei bedeutet «.., die l’rofilwiderstandszahl, von der wir annehmen, daß sie für 
alle Flügelelemente die gleiche ist. Drücken wir die veränderliche Geschwindigkeit » 
und die veränderliche Flügeltiefe * durch die Werte in der Flügelmitte aus, so ergibt sich: 


‘ı) Un” / Ber \ 
M / |x | | (1 +, )da 
7 ] ] 





und somit 


M,=N 

unter €. 6° den JProlilwiderstand der geradlinigen Bewegung verstanden. Nun ist 
das gesamte Seitenmoment 

M, = M. + M 
und wir erhalten daher: 

263 +1 

M ( + 1, D*) (11) 
SKh k 7ı 


5. Der linear verwundene Flügel als verwandies Problem. Die analytische 
Behandlung des linear verwundenen Flügels mit elliptischem Umriß ist dem bisher be 
handelten Falle der Bewegung eines Flügels auf einer kreisförmigeen Bahn ganz ähnlich. 
Es sollen daher die besonderen Verhältnisse hier kurz dargelegt werden. Die Analogie 
mit der vorstehend behandelten Aufgabe beschränkt sich jedoch nur aui eine derartige 
Verwindung, bei welcher sich der Anstellwinkel nach einem linearen Gesetz in stetiger 
Weise von der einen bis zur anderen Flügelspitze ändert. Bedeutet «& den Änstellwinkel 
in der Mitte des Flügels, so stellen wir die Verwindung durch folgende Beziehung dar: 


{ == (ln | | | ij 2 
it L/ 


wobei die Stärke der Verwindung durch die dimensionslose Zahl « ausgedrückt wird. 
Um die Auftriebsverteilung eines solchen Flügels zu bestimmen, setzen wir unter AÄn- 
nahme eines elliptischen Flügelumrisses die Zirkulation wieder in der Form an: 


Hy: : (1 +2). 


11 


Die dieser Auftriebsverteilung entsprechende Vertikalgeschwindigkeit ergibt sich 
ganz analog wie beim Flügel auf der Kreisbahn zu: 


(14 —R\ (12). 


Der Zahlenfaktor ‚> ist nun wieder so zu bestimmen, daß die angenommene Zir 
kulationsverteilung mit der geometrischen Form des Flügels verträglich ist. Man erhält 
hierfür: 





(13 





Fiir verschiedene Achsenverhältnisse 4 des elliptischen Flügels erhält man die in 
der nachstehenden Tabelle angegebenen Werte von >: 














‘ 
Heft 5 \\ berser, 7 | | lüs« | vekrümmter Flugbah 1) 
1 

/ % I0,0 U IV) 1.0 V,4J 0), D,4 

1} - 6, » . 

> (} ( I 0,0 ’ f a ’ 1.882 ‚645 V.094 

/ " | () ).] ).(0H (0) 

y 


Die Werte von /#' sind, wie man sieht, größer als die Werte von P beim Kurven 





ug, d.h. die Abweichung der wirklichen Auftriebsverteilung von der nach der elemen- 
taren Theorie berechneten, bei welcher der Auftrieb einfach proportional dem Anstell- 
winkel des betreffenden Flügelelementes gesetzt wird und die Rückwirkung des abgehen 
den Wirbelbandes auf den Flügel unberücksichtigt bleibt, ist hier nicht so groß wie in 
dem zuerst behandelten Falle der Bewegung auf einer gekrümmten Bahn 
P Bei Vergleich des Auftriebes und Widerstandes mit den „leichen Größen des un 
verwundenen Flügels zeigt sich, daß der Auftrieb weren der konstanten Geschwindigkeit 
länes der Spannweite genau derselbe ist wie beim unverwundenen Flügel. Dagegen 
ergibt die nähere Berechnung für den induzierten Widerstand: 
I > 11+-] 
r die Momente M, und A, erhält man: 
M —— 14 und M.= — (15). 
RE 
6. Bestimmung der 
Einflußzahl 3 durch den hehe 
Versuch, a) Versuchsan 
) ordnung und \lethod« I ö 
ur Prüfun leı Voı 
stehenden entwickelten Ih« 
(le erschien > ınschens 
wert, die Einflußzahl 5 dur: 
denVersuch festzustellen. Hieı j 
zu wurde der in Abb. 5 dar 
gestellte Rundlauf verwendet. 
Die Achse desselben ist am 
Boden und an einem Unteı 
zug der Decke in Kugeln g: re 
lacert. Der zu untersuchende Yahlrohr 3x7CmM 
Fliirel wurde zwischen den -i 
beiden Armen des Rundlaufes, 
die aus Stahlrohr mit eün | 
stirem Luitwiderstandsque; | 
schnitt bestanden, in noch ZIILLDDILILILLLLLLILLCCLLLGCGLCCLCLCLLLED 
näher zu beschreibender Weise | 
befestigt und zwar so, daß | N 
er um die Svmmetrieachse 13549 
Achse) schwingen konnte. | 
Jede Messung wurde während 
einer einzigen Umdrehung rim 42 
des Rundlaufes ausgeführt _ w u 
um zu vermeiden, daß deı 2 > hi; 
Flügel die durch einen vor Ag 5% 
hersehenden Umlauf gestört: ei A | - Be 
lLuftströmung noch einmal . 
passierte Die Einrichtung 
wurde zu diesem Zweck s0 “2 
eetrollfen, daß '/,-Umdrehune Se 
zur Beschleunigung, etwas 
mehr als '/s;- Umdrehung zur Messung und eine weitere Um 


1ZzO 7g 


fand daher in vollkommen ruhiger und ungestörter Luft statt 
Der Antrieb erfolgte, wie aus Abb. 5 ersichtlich, durch Fall 


drehung zur Bremsung benutzt wurde. Die eigentliche Messung 








\ gewichte, die an beiden Seiten befestigt waren und an einer ; 
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Riemenscheibe A angriffien. Um eine Durchbiegung der Achse durch einseitige Wirkung der 
“allgewichte auszuschalten,.wurde der Äntrieb doppelt an zwei gegenüberliegenden Stellen der 
tiemenscheibe ausgeführt, so daß auf die Achse ein reines Moment wirkte. An jedem Seil 
hingen zwei (rewichte. Das größere von 20 kg diente zur Beschleunigung und setzte bereits 
nach "/s-Umdrehung auf eine Unterlage auf. Das zweite 5 kg schwere Gewicht diente 
zur Ueberwindung der Bewegungswiderstände während der Periode mit konstanter Ge- 


schwindigkeit. Meistens wurde die Beschleunigung durch Ziehen an dem (uerbalken 7 


von Hand noch etwas vergrößert. Nach etwa einer Umdrehung wickelten sich die an 
der Riemenscheibe angreifenden beiden Seile nach der entgegengesetzten Seite auf und 
bewirkten dadurch zunächst eine Bremsung der Bewegung und dann, nachdem der Ruhe- 
punkt erreicht war, eine Beschleunigung in umgekehrter Richtung. Auf diese Weise wurde 
der Flügel wieder in die Ausgangsstellung zurückgeführt und stand für den nächsten 
Versuch bereit. 
Den Messungen zur Bestimmung des Wuermoments lag folgendes Prinzip zugrunde: 
Geht die Drehachse des Flügels durch dessen Schwerpunkt, so wird bei der Bewegung 
auf der Kreisbahn das auftretende Quermoment den Flügel zu kippen suchen. Ange- 
nommen der Mittelpunkt der Kreisbahn liegt rechts vom Flügel (Abb. 6), so wird, falls 
der Auftrieb nach unten gerichtet ist (wenn z. B. der Flügel umgekehrt, d. h. mit der 
Druckseite nach oben aufgehängt ist), das auftretende Moment um /) entgegen dem Uhr- 
zeigersinn wirken, da der resultierende Auftrieb an einem Hebelarm e angreift. Um nun 
dem Moment der Luftkraft Gleichgewicht zu halten, wird unter dem Drehpunkt 7) 
ein Gewicht @ angebracht, das mit dem Flügel fest verbunden ist und in vertikaler Rich 
tung verschoben werden kann. Auf dieses Gewicht wirkt 
- 7 beim Umlauf des Flügels die Zentrifugalkraft € horizontal 
ee = nach außen an dem Hebelarm /!,. Der Drehsinn dieses 
p , Zentrifugalkraftmomentes ist der umgekehrte wie derjenige 
nt des Quermomentes, Bei geeigneter Entfernung des Ge- 
[| wichtes @ vom Drehpunkt wird daher zwischem dem Zen- 
2 trifugalkrafitmoment und dem Quermoment der Luftkraft 
Gleichgewicht bestehen. Dieses Gleichgewicht ist unab- 
\bh. 6 häneie von der Umlaufgeschwindigkeit, da sowohl der 
Auftrieb als auch die Zentrifugalkraft proportional mit 
dem @Quadrat der Geschwindigkeit wachsen. Es war daher nicht erforderlich, bei jedem 
Umlauf die genaue Geschwindigkeit zu ermitteln; vielmehr genügte es, diese einmalig 
annähernd festzustellen. Quantitativ liegen die Verhältnisse folgendermaßen: 








Das Moment NM, der Luftkraft hat nach Gl. (9) S. 355 den Wert 


M 


Hierbei ist der Auftrieb A durch die Normalkraft N, d.i. die auf der Flügelsehne 
senkrechte Komponente der Luftkraft, ersetzt. Dies war erforderlich, weil die Drehachse 
des Flügels nicht immer horizontal liert, sondern je nach dem AÄnstellwinkel des Flügels 
mehr oder weniger geneigt ist. Bei einer Neigung der Drehachse ist aber nicht mehr 
der Auftrieb, sondern die Normalkraf: für das Moment maßgebend Das Moment M. der 
Zentrifugalkraft ist 


Gwl 5 ) 
M (y = Erdbeschleunigung'. 
gK 
Für den Gleichgewichtszustand muß NM. = M, sein, also 
(7 vl N h* ) 4 1 
/ . I6/ 
Daraus ergibt sich 
S2G I 
B+1l= I6 
u F} h* 
x — 
unter € die Normalkraftszahl und unter y das spez. Gewicht der Luft verstanden. 


Von den Größen auf der rechten Seite sind #, » und b ohne weiteres bekannt. Das 
Produkt @!, bestimmt man am genauesten durch Feststellung des Winkelausschlages 06, 
den der Flügel beim Auflegen eines bekannten (Grewichtes macht. Wird aul den horizontal 
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liegenden Flügel im Abstande ! vom Drehpunkt ein Gewicht P aufgelegt, so tritt ein 
gewisser Ausschlag © ein. Durch einfache Rechnung ergibt sich dann: 
Pd 
= WER 
te 0 
Der Auftrieb (bezw. die Normalkraft) ist, wie bereits gezeigt, in erster Näherung 
der gleiche wie bei der geradlinigen Bewegung. Wir können für ihn daher den Wert 
nehmen, der sich aus der Messung des Flügels im künstlichen Luftstrom für den be- 
treffenden Anstellwinkel ergibt. 


Bei den Versuchen kam es nun darau! an, das verschiebbare Gewicht @ so ein- 
zustellen, daß der Flügel beim Umlauf keinen Ausschlag macht, denn dann sind Quer- 
moment und Zentrifugalkraftmoment einander gleich, Es war zu erwarten, daß der 
Flügel während der Bewegung Schwingungen um die Gleichgewichtslage ausführt. Um 
während der Meßperiode mehrere volle Schwingungen beobachten zu können, war es 
erforderlich, die Schwingungsdauer des Systems zu verkleinern. Zu diesem Zwecke 
wurde die innere Flügelspitze durch dünne Fäden mit zwei Blattiedern verbunden, die 
an den beiden Armen des Rundlaufes befestigt waren (vergl. Abb. 5 und 8). Die Federn 
waren so bemessen, daß die Schwingungsdauer des Flügels 0,2 bis 0,3 s betrug. Die 
Bewegung der Flürelspitze während einer Umdrehung wurde auf eine 68 x 18 mm große 
Schreibtafel, aus einer berußten Glasplatte bestehend, aufgezeichnet. Der Schreibstift 
war an der unteren Blattfeder angebracht. Während eines Umlaufes wurde die Schreib- 
taiel durch eine besondere Vorrichtung in radialer Richtung verschoben und dadurch 
die Bewegung der Flügelspitze als Funktion des zurückgelegten Weges aufgezeichnet 
(vergl. Abb. 10). Die Vorrichtung zur Verschiebung der Schreibtafel bestand aus einem 
Hebel 7, der an der Rundlaufachse in einer vertikalen Ebene drehbar befestigt war. 
Der Arm dieses Hebels lag auf dem feststehenden Blechzvlinder (€ auf, dessen oberer 
Rand nach einer Schraubenlinie abgeschnitten war. Der Hebel gleitet während des Um 
laufes an der Schraubenlinie entlang. Die vertikale Bewegung, die er dadurch macht, 
da er infolge seines Gewichtes immer nach unten drückt, wird mit Hilfe eines Fadens, 
der an dem unteren Rundlaufarn um eine Rolle U gelegt ist, auf die Schreibtafel über- 
tragen, die längs einer Schlittenführung horizontal beweglich ist. Radial nach außen 
wird von einer Spiralfeder ein dauernder Zug auf den 
Schlitten ausgeübt, so daß der Faden stets gespannt 
bleibt. Am Ende der Meßstrecke, also nach etwas mehr 


als °/,;-Umdrehung wird der Schlitten mit der Schreib —.E 

tafel durch eine Schnappeinrichtung festgehalten und A 

damit das weitere Schicksal des Flügels nicht mehr 

berücksichtigt. ser er, 
Der untersuchte Flügel besaß eine Spannweite 23.42 

von 100 em und eine größte Tiefe von 20 cm Um all 


elliptische Verteilung des Auftriebes zu erhalten, nahm 

die Flügeltiefe einer Ellipse entsprechend nach außen 

ab. Die Druckmittelpunkte der einzelnen (uerschnitte, 

die in '/; der Tiefe angenommen wurden, lagen auf 

einer geraden Linie. Dadurch kam ein Umriß von der 

in Abb. 7 dargestellten Form zustande. Um dem Flügel 

größere Festigkeit zu geben, und die Neigung zum 

Verziehen möglichst zu vermindern, wurde ein ziem- 

lich dickes Profil gewählt. Die größte Flügeldicke 

betrug 3 cm; das Verhältnis der größten Dicke zur 

Flügeltiefe war demnach 0,15. Als Material wurde 

Holz verwendet, das aus mehreren Schichten ver 

leimt war. Nach den ersten Versuchen zeigte sich, 

daß das Gewicht des Flügels, das rd. 1,6 kg be 

trug, zu groß war, indem die Lagerreibung die W. 
Meßgenauigkeit ungünstig beeinträchtigte. Der Flügel « 4 ““ 
wurde daraufhin von der Druckseite her ausge- 

höhlt, wobei nur einzelne Rippen zur Versteifang 

stehen blieben. Die ebene Druckseite wurde 

dann mit Pausleinwand überzogen. Nach dem Aus- Abb. 7 
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BEN höhlen betrug das l'lügelgewicht nur mehr 0,72 kg 
RE Fon Bei Herstellung der Flügelform wurde auf mög- 
ra ar lichste Symmetrie der beiden Hälften geachtet. 
In der Mitte des Flügels waren an der Vorder- 
und Hinterkante Stahlstücke eingelassen und mit 
konischen Bohrungen versehen. In diese Boh- 
rungen faßten die gehärteten Spitzen von zwei 
Stahlschrauben Sı und S,, so daß nun der Flügel 
um die durch die Spitzen hindurchgehende Achse 
drehbar war. Die Lager der beiden Stahlspitzen 
waren an einem darüber liegenden Querarm A 
befestigt; dieser konnte in beliebiger Lage (zur 
Einstellung verschiedener Anstellwinkel) an zwei 
vertikalen schnittigen Streben festgeklemmt werden 
Der vordere Lagerpunkt 85; war außerdem, um 
eine Ausbiegung durch die Zentrifugalkraft zu 
vermeiden, mit dünnen Stahldrähten an den beiden 
Armen des Rundlaufes verankert. Alle Halteteile 
des Flügels waren mit Rücksicht auf möglichst 


“ 
d 
i 

a 

’ 
| 








er geringe Störung der Strömung mit günstigem 
m —— l lLwuftwiderstandsauerschnitt ausgeführt. Das ver 


schiebbare Gewicht @ zur Erzeugung eines Zen 
nich triftugalkraftmomentes war, wie ersichtlich, an dem 
hinteren Lager des Flügels beiestigt. Die Befesti 
eung an den beiden Armen sowie die Schreibeinrichtung ist auf dem Lichtbild Abb. : 
zu erkennen. Die Entfernung der Flügelmitte von der Rundlaufachse betrug bei den 
foleenden Versuchen 300 em. 
b) Versuche und Ergebnisse. Es war zunächst erforderlich, den Verlauf der 
(reschwindigekeit während der Meßperiode zu untersuchen. Dazu wurde ein kleines 
Pendel verwendet, das in radialer Richtung schwingen konnte Die Ausschläge des 


Pendels während des Umlaufes, hervorgerufen durch die Zentrifugalkraft, wurden auf 
der Schreibtafel aufeezeichnet Da nur eine eerinee Dämpfung des Pendels durch 


Schreibstiftreibung vorhanden war, so führte es Schwingungen um die jeweilige Gleich 


eewichtslage aus. Aus der Anzahl Schwingungen während eines bestimmten Weces 
konnte, da die Schwingungsdaueı be kannt war rd 2: die (resı hwindigekeit 
des Flügels bestimmt werden; sie betrug bei den folgenden Versuchen rd. 8 m/s. In 
Abb. 9 ist eine Pause eines solchen Geschwindigkeitsdiagrammes wiedergegeben. Die 
ganze Diagrammlänge entspricht etwas 

weniger als einer vollen Umdrehung des 

Kr Rundlaufes. Man sieht, daß die Beschlenuni- 
u gungsperiode etw ‚, des aufgezeichneten 

Sa ma a ame a — 4 JE Weges beansprucht, der übrige ist zuı 

\bb. 9 Messung verfügbar Die Unregelmäßig- 


keiten der Schwineungen, die sich auch bei 
den eigentlichen Messungen mehr oder weniger zeigten, sind durch elastische Schwingungen 
und Erzitterungen der beiden Rundlaufarme hervorgerufen, die sich den aufzuzeichnenden 
Schwingungen überlagern. 

Ks konnte von vornherein nicht angenommen werden, daß der Flügel vollkommen 
symmetrisch, insbesondere ohne jede Verwindung ausgeführt ist. Eine vorhandene Ver- 
windung aber gibt ebenfalls ein Moment um die Drehachse, das additiv zu dem von der 
Kreisbahn herrührenden Moment hinzutritt. Ein etwaiges Moment dieser Art läßt sich 
dadurch feststellen und eliminieren, daß der Flügel um 180° um die Achse gedreht 
wird, so daß z.B. die Druckseite, die beim ersten Versuch nach oben war, jetzt nach 
unten zu liegen kommt. Man kann sich leicht davon überzeugen, daß das Verwindungs- 
moment sich in einem Falle zum Kurvenmoment addiert, im anderen dagegen subtrahiert, 
so daß durch das arithmetische Mittel der richtige Wert angegeben wird. 

Weiterhin wurde untersucht, ob bei der Bewegung des Flügels nicht etwa unvor 
hercesehene Massenwirkungen auftreten, die die Ergebnisse fehlerhaft beeinflussen. Zu 
diesem Zwecke wurde der Flügel auf Auftrieb Null (« 61/,0) eingestellt. Es ist 
dann — von einem etwaigen Verwindungsmoment abgesehen das zu messende (Quer- 
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moment = 0. Wenn wir nun auch das Zentrilugalkraftmoment zu Null machen, indem 
wir das Gewicht @ samt Stiel vom Flügel entfernen, so muß Gleichgewicht vorhanden 
sein, denn durch die Wahl der Drebachse ist der Flügel für sich in das indifferente 
Gleichgewicht gebracht. Die Ausschläge der Flügelspitze müssen daher symmetrisch 
zur Nullinie liegen. Dies war in der Tat der Fall und es zeigte sieh bereits hier durch 
Ausführung desselben Versuches in der um 180° gedrehten Lage, daß eine merkliche 
Verwindung des Flügels nicht vorhanden war 

Da nach Gl. (16) zur Bestimmung von P die Kenntnis von c, bei verschiedenen 
Anstellwinkeln nötig ist, so wurde im parallelen Luitstrom eine Messung zur Bestimmung von 
Auftrieb und Widerstand ausgeführt. Der Wert c,, der sich von c,„ bei kleinen Anstell- 
winkeln kaum unterscheidet, läßt sich daraus berechnen. Hierzu ist zu bemerken, daß im 
l,uftstrom die gesamte Haltevorrichtung des Flügels einschließlich der beiden Rundlauiarme 
mit aufgebaut war (jedoch nicht in fester Verbindung mit dem an dem Wagen aui- 
gehängten Flügel), damit etwaige von diesen Teilen herrührende Störungen der Luft- 
kräfte des Flügels im parallelen Luftstrom in gleicher Weise vorhanden sind wie bei 
der Bewegung am Rundlauf. Die Luftgeschwindigkeit bei dieser Messung war die 
gleiche wie am Rundlauf, nämlich rd. 8 m/s. Die Ergebnisse sind aus der folgenden 
Zahlentafel ersichtlich: 


o Ca C C 
-9,8 0,044 0,04 0,044 
2.9 0,25 0,024 0.25 
0,1 0,48 0,027 0,45 
3,0 0.67 0,042 0,6/ 
5,0 0,81 0,062 0,S1 
3.9 0,s0 0.008 0,51 


Die Bestimmung des Wertes @/, bei verschiedenen Stellungen des Gewichtes @G 
in der bereits S. 337 angedeuteten Weise ergab das nachstehende Resultat. Dabei bedeutet 
a den Abstand der unteren Begrenzungsfläche des Gewichtes @ von der Drehachse des 


Klügels (vergl. Abb. 7). 


alcem) . . ..6,8 8,8 10,8 12,8 14,8 16,8 
Gli(em gr) . . 438 561 664 768 375 985 


Nach diesen Vorarbeiten wurden die eigentlichen Versuche ausgeführt. Eine 
größere Anzahl von Meßpunkten war mit Rücksicht auf eine sichere Feststellung des 
Wertes von 5 erwünscht. Die Versuche fanden daher bei 5 verschiedenen Anstellwinkeln 
(von 0° bis 4°) und in je zwei Lagen statt. Da nach dem Ergebnis im parallelen l.uit- 
strom die Strömung bei Anstellwinkeln über 4° abzureißen beginnt, so wurden diese 
höheren Winkel nicht mehr in den Bereich 
der Messungen gezogen. Die Abb. 10 gibt ee er et. _ A" 
die Aufzeichnung von zwei Versuchen wieder. 
3jeim oberen Bild besteht zwischen den beiden 
Momenten kein Gleichgewicht, da noch ein 
merklicher Ausschlag zu erkennen ist. Beim 


unteren Bild hingegen liegen die Ausschläge #7 — m — Zum nn 
ziemlich genau symmetrisch zur Nullinie, hier Abb. 10 


ist also Gleichgewicht vorhanden. Im Durch- 
schnitt waren etwa 4 Umläufe nötig, bis diejenige Stellung des Gewichtes G@ ermittelt 
war, bei welcher Gleichgewicht besteht. 

Die Ergebnisse der Hauptversuche mit dem daraus nach Gl. (16) bestimmten 
Wert von ? +1 sind in der folgenden Zahlentafel zusammengestellt. Den Wert von 
5-+ 1 haben wir angegeben, weil diese Kombination in der Formel Gl. (9) für das 
Quermoment vorkommt. 


Druckseite unten Drucekseite oben 


a a Gl C ’ | al, Cn + 1 
09 98 460 0,46 1,66 100 450 0,46 1,62 
L 35 510 0,54 1,08 84 935 0,04 1.66 
20 74 590 0,60 1,62 74 590 0,60 1,62 
3° 65 3 0,67 1,57 67 625 0,67 1,55 
4° 48 125 0,74 1,63 = 740 0,74 1,61 
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Als Mittel aus diesen 10 Messungen ergibt sich für 5 + 1 der Wert 1,62. Die 
größte gemessene Abweichung von,diesem Mittelwert beträgt rd. 4'/, vH. Die Genauig- 
keit einer Einzelmessung dürfte schätzungsweise etwa + 3 bis 4 vH betragen. Der 


theoretische Wert von + 1 für einen Flügel von dem vorliegenden Achsenverhältnis 
beträgt 1,71 (vergl. die Zahlentafel auf S. 332). Nach der elementaren Theorie ist, wie 
wir wissen, P + I! 2. Der experimentelle Wert von ? + I ist, wie man sieht, um rd. 


5,5 vll niedriger als der unter Zugrundelerune der Tragflügeltheorie erhaltene Wert. 
)ie Ursachen für den geringeren experimentellen Wert können folgende sein: 

I. Den theoretischen Entwicklungen liegt die Voraussetzung zugrunde, daß die 
Spannweite des Flügels klein ist gegenüber dem Radius der Flugbahn. Dies war bei 
den beschriebenen Versuchen nicht in hinreichendem Maße der Fall und es ist vielleicht 
möglich, daß aus diesem Grunde Abweichungen der beobachteten Art auftreten. 

2. Bei dem dicken Flügel und der verhältnismäßig geringen Geschwindigkeit tritt 
vermutlich auf der Saugseite Ablösung der Strömung und Totwasserbildung ein. Dieses 
Totwasser wird durch die Zentrifugalkraft radial nach außen geschleudert und dadurch 
auf der Außenhälfte des Flügels die Ablösung begünstigt. Verstärkung der Ablösung 
bedingt Verkleinerung des Auftriebes der äußeren Flügelhälfte und somit kleineres Quer 
moment. Bei großen (reschwindigkeiten und großen Flügeltiefen (große Reynolds- 
sche Zahlen) tritt erfahrungsgemäß die Totwasserbildung immer mehr in den Hinter- 
erund, so daß dann „+ 1 möglicherweise dem theoretischen Wert zustreben wird. 

Die Versuche bestätiren mit ausreichender Sicherheit das theoretische Resultat, daß 
nämlich das wirkliche Quermoment kleiner ist als dasjenige, das auf Grund der einfachen 
geometrischen Vorstellung berechnet wird, bei der der Einfluß des ringförmigen Wirbel- 
bandes auf dem Flügel außer acht gelassen wird. 170 


Über die Spannungen in freitragenden gefüllten Rohren. 
Von E. SCHWERIN in Charlottenburg. 


n einer 1920 veröfientlichten Arbeit hat Thoma') die Spannungen berechnet, die in 

einem freitragenden, gefüllten Rohr infolge des Gewichts der Flüssigkeit auftreten, 

und zwar unter der Voraussetzung, daß die Biegungsfestigkeit der Wandung selbst 
vernachlässigt werden kann. Hierbei ergab sich, daß die dann allein auftretenden 
Normal- und Schubspannungen aus den Gleichgewichtsbedinsungen gefunden werden 
können und sich in geschlossener Form angeben lassen. 

In der vorliegenden Arbeit soll nun der Einfluß der Biegungs- und Torsions- 
festiekeit der Wandung eingehend verfolgt werden, und zwar nicht nur bei Belastung 
durch das Flüssiekeits-, sondern auch durch das Eigengewicht des Rohres selbst; ferner 
wird nicht nur das wagerecht liegende, sondern auch das geneigte Rohr in den Kreis 
der Betrachtung gezogen werden. 


I. Spannungen infolge des Flüssigkeits 


= gewichts im wagerecht 
liegenden Rohr. 


1. Aufstellung der Gleichungen. Das wagerecht 
gelagerte Rohr, mit Flüssigkeit vom spez. Gew. y gefüllt, 
habe die Wandstärke 0, den Radius der Mittelfläche « und 
die Länge !; das Material besitze das spez. Gew. 7z uni die 
Klastizitätszahl #. In der Zvlinderachse sei eine Druckhöhe A 
vorhanden, so daß nach Abb. ı der in Richtung des Radius 

’Y wirkende Flüssigkeitsdruck p in einem Punkt P, durch den 
Zentriwinkel @ charakterisiert, beträgt: 







Druckhöhe A 


p=Y (h +.a cos Y)  ıi (1). 
Der Punkt /° sei zum Anfangspunkt eines Koordi- 
u u natensvstems gewählt, dessen x-Achse in Richtung der Rohr- 


Abh 1 achse nach links weist und dessen %- und z-Achse wie oben 


ır. f. dd zes. Turbinenwesen, 1920. 
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angegeben gerichtet sind. Auf die nach wachsendem & und y hin gelegenen Seiten- 
flächen des Zvlinderelements wirken dann folgende, auf die ganze Wandstärke 0 und 
die Längeneinheit bezogenen Resultanten von Kräften und Momenten: 


längs des (Juerschnitts des Rohres: 
gleichmäßig über die Wandstärke verteilte Normalspannungen als Zug 
spannungen positiv, mit der Resultierenden 7’; linear mit dem Abstand von 
der Mittelfläche wachsende Biegungsspannungen, statisch gleichwertig einem 
Kräftepaar vom Moment G,, positiv, wenn auf Zubiegunge der Schale hin 
wirkend; 
Schubspannungen in Richtung der z-Achse mit der Resultierenden N;; 
Torsionsspannungen statisch gleichwertig einem Torsionsmoment /, 
positiv, wenn entgegengesetzt dem Uhrzeiger drehend; 
Schubspannungen in Richtung der y-Achse mit der lResultierenden $ı : 
längs der Zylindererzeugenden: 
analoge Spannungsresultanten 7%, N, und Spannungsmomente G,, gleich 
falls als zubiegende Momente positiv; 
Schubspannungen in Richtung der negativen x-Achse mit der Resul- 


tierenden 3; 
Torsionsspannungen, gleichwertig einem Torsionsmoment /7., positiv im 


Sinne des Uhrzeigers 
Die Formänderung der Schale sei in folgender Weise gekennzeichnet: 
u, v, w die in die Richtungen der bezw. x, y, 2-Achsen fallenden Verschiebungs- 
komponenten von P. 
& © in der Mittelfläche gemessene Dehnung:ın in Richtung der Erzeugenden bezw. 
senkrecht dazu. 
© Winkelverkleinerung des ursprünglich rechten, von den positiven x- und y- 


Richtungen eingeschlossenen Winkels. 
# # Krümmungsänderungen in Richtung der Erzeugenden bezw. senkrecht dazu, 


als Aufbiegungen positiv. 
r der gegenseitige Verdrehungswinkel zweier auf derselben Erzeugenden im Ab- 


stand der Längeneinheit liegender ()uerschnittselemente, positiv im Sinne von //h. 
Bezeichnet 5 den (uerkontraktionskoeffizienten und wird zur Abkürzung: 
E 0° 
93.13 0* 
sind nach Love!) die Spannungsresultanten bezw. Spannungsmomente mit 


D 


gesetzt, SO 
den Formänderungen in folgender Weise verbunden: 


21 0 
T, es \cı + Ö &9) (7, D (x, + Ö Ay t T, » 

AL 12a 

22 ; 
Te = c 3 T O4 (1 — = D (72 t Ö r 

12D1 77 N? 
NS = a) H, - /) ‘ | 0O)7 N \ 

N) 4 2 12a 

IH, D (1 6) 7 


Die Hinzufügung der 7, und 5, enthaltenden Korrektionsglieder in den Formeln 
jür 6, und //, ist deshalb notwendig, weil die Biegungsverzerrungen Öz, Ör klein gegen 
die Reckungen &, ® sind. 

Ferner ergeben sich 
wenn zur Abkürzung: 

— ® ER on 


$- 
Aa ve ıg 


aus den von Love angegebenen allgemeinen Beziehungen, 


geschrieben wird, folgende Formänderungs-Verschiebungsgleichungen: 


as =u ah w ) 
ag = vv + w a” %s m v (II), 
aw—v 1 u AT—=w' " 

';, A R.H. Love, Lehrb. d. Elastizität, deutsch von A. Timpe, Teubner 1907, S. 604, 605, 


(36) u. (39). 
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während die Gleichgewichtsbedingungen am Zylinderelement lauten: 
Ti —Sı = 0 Hı r'+ Mau 
Ss’ + Te -+- N = 0 G'+ HH’ —-Ma=0 
N’ +N — Tr +ay(h+acosg) = 0 MH +(Sı+S)a—= 0 
oder auch, wenn 8, mit Hilfe der letzten Gleichung und //, mittels (l.) eliminiert wird: 


\ 


mi 0° H y 

T’+S (1 + ——)+=0 H'—-G'+Ma=0 
12a° A AL 

S' +7 + N =0 GG, — HM'— Sıa — Na—-0 


rı tv rm / 2a® \ 
Nı + N» I, +ay(h+acosg) = 0 


(III). 


Nun besteht die in diesen Gleichungen auftretende, von den äußeren Kräften ab- 
hängige »Störungsiunktion« ay (h+ acosg) aus den beiden Gliedern ayh und a’ycosY 
und es wird daher der schließlich resultierende Gesamtspannungszustand, da für 
das hier vorliegende lineare Gleichungssystem das Superpositionsgesetz gilt, als Ueber- 
lagerung der den beiden Einflüssen «yAh und a”y cos p entsprechenden Spannungs- 
zustände erhalten werden können. Man erkennt, daß das konstante Störungsglied ayh 
einen rotationssymmetrischen, das Glied a’ y cos hingegen einen in bezug auf p sinus- 
bezw. cosinusförmig verlaufenden Spannungszustand hervorrufen wird, von denen der 
letztere, also der Fall k = 0, zunächst betrachtet werde. 


2. Der sinusförmige Spannungszustand infolge von a’ycosy. Mith= 0 
kann wenn zur Abkürzung 
0° 
12 a“ 
gesetzt wird, den Gleichungen (I), (11), (III) durch folgenden Ansatz genügt werden: 


= & N — „9 H, = H 





T, ——— T, cos 9 en — (F} cos I Aser Er 
r 4 n 
a = - Nı = N} c08s 9 
ls zum Ts cos 9 (r3 ze (73 COs Y M_ De 
i a N: —= N; sin 4 
SS sing H II sin g 
& — 81 008 9 #1 = Xı (005 9 u = 1008 I 
& — & COS 9 #2 = % 008 1 v—vsiny 
o® — @ sin q —=rsing w — W COS P 


wo die überstrichenen Größen nur noch Funktionen von .r darstellen. Hiermit gehen 
die Gleichgewichtsbedingungen (Ill), wenn wir die (@uerstriche nachträglich fortlassen, 
über in 


Hi 
T'+-S(1+e Run 
Bi) a u H+G+Na=0 (Illa) 
S-R+MN=V0 G'=H—-Sae—-—Na=0 | y 


N' + Mb -NRn+a’y=0 
während die Formänderungsbedingungen lauten: 


ahs=uU, AB=VY+U, aQd-ev—u, dm =wW, "nd —-uwu—v, adTtTr=-— w DR 
12 D | be 12 D BDi-e 
T= , (l(atecs), T; ;„ (&a+6&), Se \,, m 
0: 0? Ö? 2 
Gı Dis +0%)+Naeı, %=-D(%+0%),, H=+D(1—o)r—Sae. 


Dieses Gleichungssvstem läßt sich nun in folgender Weise zu einer einzigen 
Gleichung zusammenziehen. Die Addition der mit a multiplizierten ersten Gleichgewichts- 
bedingung zur letzten ergibt: 


a Tr + +4 (S —N)=o0. (3a), 
ferner folgt aus der Subtraktion der zweiten von der dritten Gleichgewichtsbedingung: 
N, — Ss + ey == 0), somit Nı — S—a’ Y & En (2) 


und zufolge (3a) 


aTı +Gı-+a (a? re 


Urt 


+) = 0 (3). 


Klimiminiert man aus den Gl. (IIla) zunächst N, und N; und zwar mittelst der 
Beziehungen: u ) 
"m N; = 5 — a’ys -o,; N; = m (MH t G) ‘ . (4), 
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so erhält man folgende drei Gleichgewichtsbedingungen: 


rn Y " H y) H' GF9 
ne (1 H&E)+ —=(, SS’ — Ta — in 0, 
a a f 

£2 x (IIIb) 

da T, t G) da (a: Y = —+ Cı < + c.) — ( \ 

us diesen folgt: i en „.& . 
A RER TORE na Pi lg +co5+% ) | 
1 ‘ „ (Uloe). 
GG — Ad l 2 + €) S'’—T; / ag 8 H=-—-.aT—a S(ı + €) 


Andererseits liefern die Formänderungsbedingungen (IIa) die Beziehungen : 


+ =-—an" +), S=—am, 7 —(a$;' 77 RE (IIb). 


u : u % u em . € 
Ersetzt man hierin mit Hilfe der Gl. (la) die Formänderungeen durch die Span- 
nungsresultanten, so erhält man folgende weiteren Gleichungen: 


- Gh +aenN+0o@+(1+0)(H’+aS’e)=- —ae$PS’(I+0N)+ MN —T, 0] 
aeE(”n—Tı 0) = %—G,0+0T,ae: (IIe 
Hr. + — (T’ —Tı 0) = 0 


1l+o0 
und schließlich durch Einführung von (lIle) in (Ile) drei Gleichungen für 7, 7 8: 
IH) HS) HN FD +H+oN’/(2 +E) ET a 


2 . 
+:.$PSs’((+0)+ N —T 0 + a’77 +as+tao=0. 0. 5), 
(N —- TNT)- SARA +TR— T"—0oNn — (a7 +a:+0o)=0 6), 
T'-— S+ —-  W—-|Nno)= 0 | (7). 
1+o0 
Aus der zweiten derselben folgt: 

m ps 1 vr / R m |) 2 > Z : c “T { 

T} = 0 T; 1 IS (2 -+ €) —- T, + OÖ 2 Na r z tr CıS — 02 I n » I 8) 
+4 ö 


Setzt man dies in (5) und (7) ein und eliminiert schließlich noch 8, so erhält man 
für die Längsspannungsresultante 7), wenn nur die erste Potenz der sehr kleinen 
D) 


- 


Größe e—= — „ beibehalten und: 


12a“ 
1 — 0? 12 a® o\ j 
zu \ (1 - 0) =», 
€ ö? 
D r 7 rn r 9; r De ö y 
gesetzt wird: nur) u Di “Ti +Bı5°’+ BE =0 . IV), 
wo: 2 +30 Br 
dd = a — 28 ; Go = y‘ (1 +? ;) A 
1+o0 1l—oc 
Br l +: vw. i . +: 
A = —- a’ ri = „ —.a?’y‘ (1 — 28, PT 0 y' =. 01, rl €), 
2 1+938 2 I+958 
1l+: 
D3 = co v* =. art(1 — 20). 
1+958 


Das Problem ist somit auf die Integration der Gl. (IV) zurückge!ührt. 
oO 


3. Integration. Das vollständige Integral der linearen Diiferentialgleichung (IV 
mit konstanten Koeffizienten lautet: 


Tı = Cı sin (m 8) Sin (m &) + O, sin (my &) Sol (m &) 





ur 27 u . »%, € I, 7 I, 
+ 03 cos (13 &) Sin (1 &) + CO; cos (1% &) Bol (m &) 2 
wo: 
vi 2 ‘ ‚2 2 5) ‘ 
v 0 2+306 1 ) 2+39 
1, -V (1-—: ,) + Ita -Y (1 € ,) € 
2 1 — 0? 2(1+0 2 \ 1 — e° use) 
2 5) Ei 
so also q g ’ 1 9 2+30 u 
daß du’ + wm’ = (1 ,); w’—uy’—=2+8 .. M4Va) 
1 — 0? er 
und ferner: x I 2 — 0? es 2/0 
2, = a a FE Men €, 21, = alı el, 
u 2 1 — 0? \ | 4-08 
$ 2 — 340 
7 = — 1: lı — e) I 
lo , l 0° ‘ 1 4 6' 
während CL .... C, die vier willkürlichen Integrationskonstanten bezeichnen 














1! 
ie) 


er 
wi x 


une 


Br 4 


DEE 


ax” 


mels 


ER 


su 


FESWSTE 


ETTREEEUET DENE ER EEE TR 


Fa ar 


a 








>44 Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik Band 2 


Aus 7, lassen sich die übrigen Spannungs- und Formänderungsgerößen ohne 
Schwierigkeit bestimmen. Man erhält nach (5a), (7a) zunächst für $: 


S SU sin (iz &) Sın (u, 5) + 802) sin (1; &) So) (un &) € 
+ 8%) cos (us &) Stu (an S) + 59 cos (io &) Sol (u, &) 
wo mit der Abkürzung: ' ı — 0? 
‘+ 
| 0 
1 
v? - 
f 1 0 | , E | f l 
yıl Cs 1; t- (» u Gi) Cd, u, CU} My 
| 2 | ) | 2 1 — 24 
) ‘ of | O7 | d 1 0, +4 l 
N (dt + 6, MH yı ( U Er \ (S 
| 4 l ’ l IR: 1 x [ 
Cs) ) << 1(h ( l $ 
| 0 
Sodann folet aus |8) für 7,, wenn 
Lee) 
) 6 5 0° 
w + O0 Os 
| [77 r 
eingeführt wird: 
Ts T»‘) sin (1% S) Sin (u, 2) + 732 sin (u, &) So] (10 &) 2%, 8 N 
rn — / » ryv \ r .r j EN T wo en E 2 > T 2 
+ 7,\?’ cos (la &) SM (Hı S)-t 1,4) cos (Ha S) \dD} ur <S) . l 0 
Wo T,‘\!): GC 0; + ?C, m tw /l+5E), IT. (202 +2 GC mia (1 +5), 
T,%) = Cs Os ‘) (). HH, Hz ] | n £ T, N C; 0 2 C 1, 143 | f r £) 
und: 
n 0 a” = 0 > 1 6“ 0 
if £ £ ) 01, R) ya | ya „+ (9 
” l Ö R ’ 1 [#7 | 0‘ | — 0 
Für das Torsionsmoment //, erhält man nach (Ill e 
. 3 u. “ ‘) . S p ax - 
IM, = Ih sin (m; &) Stn (u, S) + I7® sin (ts &) Bol (wm, )+HD 
+ H,\®) cos (us &) Sin (1 S) + Hı'® cos (us &) Bol (um S 
wo: H,\! Cy 1 \0] 3E(1 — 91)| + O5 ur |pı + 3Ee(1-+ 0ı)| 
ER - C KM 101 3 f | o m er Ua 0] ’ & | 1 + 0], | 
H, 3) — (4 4 0] 3 c “ vo “. C, Ha 0 — 3 € (1 —- PD 
IH: +) = Us 14 In, > e | 0] C3 Hs In! + 3 € (1 + 0,)| 
w 1 160 
N) = (] (5 A < } Ce 


während die Spannungsmomente @, Gy, und die (Wuerkraft X, sich nach (IIIe), (Ile), 7 
direkt bestimmen aus: 


G aT, (a7 +m&+e?) 


Hiernach werden die Partikulärlösungen: 
d | a’ m r 
(1 U -» 6° (3 a = + Clı St © Ya’ 2 +06 
o’\ y+ 
(L | dl ‘ in \ ] 
(1 g Ö ) ar - lı cc + e) ! ra | + 2.8 | 
\\, 4 0 
(1 N ] 
Für die Querkraft N, folgt nach (Illa 
N = N,') sin (u; &) Sin (u, S) + 3) sin (1, SI) Go) (m N EN EN 
ei A e { + Mo, S’+ Vo, S + 9 
+ N‘) 608 (tu &) Sin (u, SI+ N,\t 608 (1% S) Bo} (u u 
wo mit .,.8+9e+50o° 
ge iri ; 
| 0 
N; = Ci 03 b O4 tt Mai N,\* Cs 03 603 1 Mr, 
N,® GC; 03 + 6 Ca u Ua: N?) — BR) 6 CU Hı Ha, 
\ x ‘0 a® \ . o h . 1 20 { 
) N ’ \(y z €  Cı \(a € | vG@” - + 
2 | u’ 1 | o® 2 1 o* ) 0° 
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Für die Verschiebungen x, », ww erhält man nach e Umformungen: 
E ö a a ; i . . re 
vo = u!) sin (1% £) Sin ut, <)+ u) sin (16 &) So) (au $ x ” 
a iz; s’+ le s’+-lıs + Ccı 
+ u cos (na &) Sin (m &) + n\® eos (u, E Sol la, 
wo, wenn: u \ 
0, (2 +32) + 6 (|! be) = p,. 
3 ( 
1 6‘ 
00, 1238) — co(l + 4: 0, 
v4 = “ 
ul): u, Cs 0, +1: 030, , uU 2) 4, C 0, + Ita (4 04, 
TAG) = Mı C; 0, 7 C 0", u) = u Cz 0; 12 Cy 0, 
und: 
a Cı 2 m) 0 
= —) ij wW— Im 38), Um G\1l—28 yva’|0}+ 
. 5) ‘ ’ 
16) 2 Il+o 


während c, eine willkürliche Translationskonstante. 


Für vo folgt der gleiche Ausdruck, nur daß an St 


u ud u®D,..., iu, iM 





mit 1+30+ 0? 
2. 4+6-+ PAR. == 0% 
1 2) . 
die Werte treten: 
3 [7 ) N OÖ 
v 1 C, 05; + 28 Ci u, u DE CU 05 + 2€ Ü3 U Ms i i 
ee O BEE +06 
) ) O / ) J 
uU) — Cs vu 2E U, I Ita , vd) — CG4 0 2E Cı I Mi; - 
N N 0 k | 0 y 
lla ll: | ; Oo 
U, = _ U; = : V) = t I+0)ya‘ | | { 
} 3 2 | 0 
, [ 2 0 
vu =a’ +2 (1+0)l1-e )e 
\ | 0° 


Auch hier tritt eine weitere, willkürliche Translationskonstante rc, auf. 
Die radiale Verschiebung ıe ist endlich gegeben durch: 


g 
Ta — Tı 0 
u = . ? 
Eo 
. i ® u r u dw : R 
Von Wichtigkeit ist ferner die Größe ‚ die die Drehung der Erzeu- 
d | r) 
(A 
senden bei der Deformation darstellt. Für diese folgt aus (lla): 
Ww — a’? v a’tT ad © u 
und somit nach (la 
w H—+-3a:8 u 
D(1 0 


Durch die im vorstehenden angegebenen Werte sämtlicher Spannungs- und De- 
formationsgrößen ist der Spannungszustand vollständig und eindeutig bestimmt und es 
läßt sich jetzt folgendes erkennen: 


Die ©, ..... (©, enthaltenden Teile der Lösungen, die die Integrale des homogenen 
Gleichungssystems darstellen, nehmen von den Rohrenden aus rasch ab, sind jedoch für 
die Spannungsverteilung an den letzteren bezw. den Versteifungsringen von Bedeutung. 
Gegen die Mitte jeder Rohröfinung hin werden jedoch die durch die deutschen Buch- 
staben gekennzeichneten Partikulärlösungen fast allein maßgebend sein. Nun liefern die 
letzteren für die Biegungsmomente (, Gy //, sowie für Nı N, Werte von der Größen- 
ordnung EaT bezw. eT, d.h. da: = = ; meist sehr klein, ist der Einfluß der 

2: 


Biegungssteifigkeit der Rohrwandung selbst sehr gering. 


® .. 
Noch deutlicher wird dies, wenn man den Quotienten _ bildet, der das Heranıs- 


rücken der Stützlinie aus der Mittelfläche angibt. Man erhält z. B. in der Mitte eines 
an seinen beiden Enden frei gestützten Rohres, wenn 
13 


\ a - 
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die Längsspannungen FORDERN: der Biegungsiestigkeit bezeichnen: 


22 
i s | 1+20+ 0° — 
Br Ö 14 o” a” 2+60 $, Ö 8a? 
> Ö | 2 + 5 „\: > Ö 7 
To 12a \1-—o I’ 1 — 0° L2,0) 12? a 1 n* 
- ” . u ’ . i Ö | R _ | 
d.h. für das schon verhältnismäßig dieckwandige Rohr von — „ wird bei = 
dd ZU) > 
j 0.3: (5) | (S5 
er — Ö — - ’ 
>. 
a) S0 220) 


Es ist jedoch bemerkenswert, daß mit wachsender Rohrlänge unter sonst gleichen 
Umständen der Einfluß von ©, zu-, der von ©, hingegen abnimmt. 


4. Auilagerbedingungen. Die für die Bestimmung der 8 Konstanten Ci ©; C; 
04 € C2 Cı €’ maßgebenden Randbedingungen lauten für die praktisch vorkommenden 
Stützungen eines Rohrendquerschuitts wie folgt: 

In einem volkommegagingespannten Endquerschnitt muß sein: 


} dw 
7 (0) v® — (0 U — (0 WW = (, 


in 
d ( 
A 

Ist hingegen die Stützung derart, daß das Rohr durch einen starren Deckel ab- 
reschlossen ist, der nur vertikal gestützt ist, jedoch sich ungehindert in der Längs- 
richtung verschieben und sich auch neigen kann, so lauten bei gelenkigem Anschluß des 
Rohrs an den Deckel die Bedingungen im Endquerschnitt: 

GG = 0 T 0 w = 0 u 0 
hingegen bei biegungsfestem Anschluß des Rohrs an den Deckel: 
Gı+taTı = 0 ww = 0 w— 0 v0. 

Kine besondere Betrachtung eriordert der Fall des kontinuierlichen Rohrstranges, 
der mittels starrer Versteifungsringe unsenkbar gelagert ist. Bei diesem sind an jeder 
Mittelstütze folgende Bedingungen zu befriedigen, wenn die an derselben zusammen- 
stoßenden Oeffnungen den Index ın bezw. m + 1 ebenso wie die zugehörigen Spannungs 
ınd Deformationsgrößen erhalten: 

Mıcn) Tıa | Ulm Um— 1] Un) = UV Wm) = U 
(| m) = Gilm r] Um) = U (in + 1 Un+1) = v) Um t 1) =VU 

Man erhält also an jeder Mittelstütze 5, an jeder Endstütze 4, im ganzen also 
hei zn Oefinungen: Sn I) +2.4 = Sn Gleichungen, denen in jeder Oeffnung 8 zu 
bestimmende Konstanten, im ganzen also sr Unbekannte gegenüberstehen; die Zahl der 
letzteren reduziert sich jedoch bei Symmetrie auf die Hälfte. 


5. Der rotationssymmetrische Spannungszustand infolge von hy. Zu den 
in 2 bis 4 berechneten Spannungen sind nun nach 1 noch die sich infolge des Stö- 
rungsgliedes y/A ergebenden Spannungen zu überlagern. Da dieselben in bezug auf die 
Rohrachse gleichmäßig verteilt sind, fallen in den Gl. (D), (Il), (III) alle Ableitungen 
nach @ fort; ebenso verschwinden auch N, //7/S ® rv. Wir erhalten daher in diesem 
Falle folgendes Gleichungssvstem: 


da 12D i j P 
TI, = = e, + 0 &y (7 — D (a, + 6%) + Na € / 
„it | (Id). 
z I? D, \ 
ho yo (&2 + 068) Gu — Din. + 02%) 
s? 
au, ah —=w; rue, mul. . . (Id). 
Il = 0, somit T = 0, N’ —-T,+a Y h=0, (7, — Nıa=0 . (IIld) 
Mit Rücksicht auf % — 0 (nach IId) folgt für Gl. (Id): 
er I2D, nr m 
N = 2 (€, +0&)—=tC (7 .. Dz + Dat =— Du, + ca& 
52 
Er 1I2D . © 
N = \2 (&a + 08) H—=— Do62. 
Fr 


Dieses Gleichungssvstem läßt sich in folgender Weise auf eine Gleichung zu- 
sammenziehen. 

















BEE 


De A 


Ba ae 705 


ARE. ee a nr REN Et 


- 


u A 








Pe nn 2, 5 




















* RAN, ‚2 4 
2 a 


Ver 


RT 


er a Sen 











Schwerin, Über die Spannungeen in freitraxenden eefüllten Rohren 
) ’ 


Die Elimination von X, aus (III) ergibt: 


Gl —aTrT+a’yh=0 . eat 
hierzu mit 7; =c und (IId) 
= ui; „y =V( - i - a : : ; (Ile) 


Ersetzt man in (Ile) Dehnungen und Krümmungsänderungen mittels (Id), so 
erhält man: 


g Te" N". Wü) 
u = - . BE. = Aal = (cae — 61), 
EoÖ EoÖ Aa D 
mitbin: 
P 12 a° ä a 
(Fr IV) + (1 — 0?) G CA (1 — (I) = (). 


0° 
Das vollständige Integral dieser Gleichung lautet: 
G1 — Ci sin (u$) Sin (uf) + O3 sin (uf) Sol (u £) 
+ (3 005 (uS) Sin (uS) + Ü, eos (u) Bol (uf) + cas, 
wobei 


v 12 a“ 


U = (1 — 0?) — v', 


I 2 ’ 02 
Nach Bestimmung von Gı folgt für 7, nach (Ille): 
T, = G y + ayh 
er 


— — |— O; sin (uF) Sin (u) — Czsin(uF)Sol (u &)+ Cyeos(us) Sin(uS)—+ Creos(uS)Bollus)], 
a 


—+- ayh 
ferner für @3 nach (Id): 
GF3 —= 0G, — Ocae 
— 6 O1 sin(uS) Sin(uS)+ Czsin(uF)&o](uF) + C;cos (uS) Sin (a5) + Cicos(us)Gol(lus)]. 
Für die Querkrafit Nı liefert die letzte der Gleichgewichtsbedingungen (IIld): 


u / ry \ ; 6 or \ ” z = - u &o —r / ta 
N = (C— 6) sin (uS) Sin(uS) +(Cı — C;)sin (uS) So) (u) +(Cı + C,)cos(uS) Sin (mS) 
ay 2 


+ (('3 + (3) @08 (u &) (Sol im S)l, 
während man für die Verschiebungen erbält: 


a / rn rm \ 
vw—=AaA& = (T To) 
Ed 
c a ; m rm rt Aa N -;/ N x 
u= alsıdS= _,|I(7 To) dS = — Jıic—6(Nı + yah)! ds 
R . EÖ, ® EoO 
a0 „, a REN U ) ' < | K 2 | 
= — —Hı + (e—cayh)£S+ec (ce = willk. Konst.) 
EoÖ Eö 
und die Tangentendrehung w' sich ergibt zu: 
a 6 
v = Ta" 
Eö 5 
v® 7 (Ca + C;3) sin (u S) Sin (us) — (Ch + Ch) sin (ws) So) #e)} 
EöV2 L-+ (Cı — 65) cos (u$) Sin (uS) + (O3 — 65) cos(us) Bol (uS)- / 


Hiermit sind sämtliche Spannungen und Formänderungen bestimmt, sobald noch 
die Werte der 6 Konstanten C, CC; C, cc!) aus den im folgenden angegebenen Rand- 
bedingurgen ermittelt sind. 

Die Bedingungen, denen die Spannungen und Formänderungen in einem End- 
querschnitt genügen müssen, sind die folgenden: 


In einem eingespannten Endquerschnitt muß sein: 
u — 0 w— 0 w — 0. 


Bei Abschluß durch starre, nur vertikal gestützte, drehbare, in der Längsrichtung 
frei verschiebliche Deckel hat man, wenn das Rohrende gelenkig an den Deckel an- 
geschlossen ist: 


G, = 0 Tı = 0 w=— (0, 
während bei biegungsfestem Anschluß des Rohres an den Deckel „die Bedingungen lauten: 
w — Tı = 0 w—0. 


!) Diese sind natürlich nieht identisch mit den in Lösungen unter 2, auftretenden Konstanten. 
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ei kontinuierlichen Rohrsträngen sind iber jeder Mittelstütze folgende 6 Bedin 
gungen zu erfüllen: 


T, = T,. + ] Ulm) Ulm 1) Wın = () 

(1 mn) - Orılm 1 Wen — U lu ri Umt1i = 0, 
so daß man also bei „ Veffnungen: 6 \n—1)+2:3 = 6n Gleichungen für die 6x Kon- 
stanten bei Symmetrie nur die Hälite erhält. 


Nach Bestimmung der Konstanten und Einsetzung derselben in die obigen 
Spannungen und Deformationen können die unter 2. und 3. bestimmten Spannungs- 
zustände überlagert und so die Gesamtspannungen infolge des Flüssigkeitsgewichtes und 
Ueberdruckes erhalten werden, wobei bemerkt sei, daß, wenn kein Ueberdruck vorhanden, 


in den Formeln unter 3. A a einzusetzen ist. 


II. Spannungen infolge des Rohreigengewichts im wagerecht 

liegenden Rohr. 

Die Spannnngen des Rohreigengewichts selbst werden im allgemeinen gegenüber 
denen des Flüssigkeitsgewichts und Ueberdrucks zurücktreten. 

Immerhin besitzt z. B. ein Rohrstück von I cm Länge bei einer Wandstärke Ö 
einem Radius a, spez. Gew. yz ein Gewicht 27aöyz, die eingeschlossene Flüssigkeit vom 
spez. Gew. Yr hingegen ein solches von za’ yr. Die Gewichte verhalten sich also wie 

)radyı 20 vy Ö 
n — u ' 15,6 


(1 ta®vyı a YF' a 


für ein eisernes (Y- —=7,8 t/n Rohr mit Wasser- 
füllung |/; | t/m 


(#} 


u 0 1 .- a : 
Für — würde hiernach das Rohrgewicht 
d tu) 

ER TE 1 
etwa 539 vH des Flüssigekeitsgewichts und für 
a 100 
noch etwa 16 vH des letzteren betragen. Es sind 
also infolge des Rohrgewichts immerbin nicht ganz 
unbeträchtliche Spannungen zu erwarten, die wir im 


U foleenden untersuchen wollen 


1. Aufstellung der allgemeinen Gleichun- 
gen. Aus einem wagerecht liegenden Rohr von der 











v dadodxsino 
f rl AARAU G 


| „Ayz 

£ Cudkpaxcasp 
}. vadypar 

Abb. 2 


Y _— /ı dady 
Z=+ypdadg 


N 


wenn Yı a» gesetzt wird. 
dA 
Nach S. 342 lauten daher die 


Wandstärke 0, dem Radius a, dem spez. Gew. Yx 
sei ein unendlich schmaler Ring von der Breite dx 
herausgeschnitten. (Abb. 2.) 

Dann besitzt ein Bogenelement desselben von 
der Länge adg das Gewicht yzdadypdx, dessen 
Komponenten in der })- bezw. Z-Richtung sind: 
dasng=-)r a’dy d&sin Y 
drcosp—=-+Yxr a’dy (dx cos gg, 


Gleiehgew ichtsbedingungen: 


T, ’ S. —— A H,' Gy N N? a0 
Ss’ +73 + N —a’yr sing 0 hr H> — Nu=U III), 
N, -+ N DT, +«a°yg c0s9 U H, + (Sı +9)a=0 


während die Formänderungsgleichungen (I) (Il) unverändert bleiben. 
Man überzeugt sich nun leicht, daß die obigen Gleichungen ebenfalls durch den 


sinns- bezw. cosinusförmigen Ansatz 


befriedigt werden können und daß dann die Gleich- 


sewichtsbedingungen die Form annehmen! 


‚pm y H 
T + S(t +8 +4 


Ss’ 7 -+ N —a’yr 
> . ‚ « 
Nı + N; NH a’yE 


Li 
- 


== U H,' (2 4 N. EI, 


' () G, H - Na! N, a=V— 


während die Formänderungen sich wieder nach (la) \[la) bestimmen. 


l 


Wiederum unter Kortlassung der Striehe über den Buchstaben. 
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Im folgenden soll nun der Einfluß des in der zweiten Gleichgewichtsbedingung aul- 
tretenden Störungsgliedes ge'rennt von dem der dritten Gleichung verfolgt werden. 

2. Diskussion der Spannungen. a) Einiluß des Störungsgliedes + «a’yy 

der dritten Gleichgewichtsbedingung. Wenn, wie wir jetzt zunächst annehmen, 


das Störungsglied —a°’yz in der Y-Richtung nicht vorhanden ist und nur in der 

Z-Richtung ein solches von der Größe + a°’yz, so stimmen die Gl. (IlIf) vollkommen 

mit den Gl. (Illa) überein, wenn in den letzteren statt y das reduzierte spez. Gew. des 
) 

. ( . . . . ,#*. . . 

Rohrmaterials yz = eingesetzt wird. Hieraus geht hervor, daß das Störungsglied in 


der Z-Richtung + a’ yz Spannurgen hervorruit, die aus den im 1. Abschnitt angegebenen 


Spannungen durch Multiplikation mit dem Verhältnis ‘° abgeleitet werden können. Die 


„ Yy 1) . ” . y .. ” YE . 
Konstanten C, ... Ü,;,Cı €&»Cı & verkleinern sich also im Verhältnis und in den Par- 


tikularlösungen ist statt y„' statt y einzusetzen. 

b) Einfluß des Störungsgliedes a’yr der zweiten Gleichgewichts 
bedingung. Dieser Einfluß ist zwar nicht mehr so einfach zu übersehen, wie der des 
Gliedes in der Z-Richtung. Nimmt man jedoch mit den Gl. (lIlf) sowie den Form- 
änderungsgleichungen (la) (Ila) die gleichen Transformationen vor, die $. 542 bis 343 zur 
Aufstellung der Hauptgleichung für 7, geführt haben, so ergibt sich für 7, genau die 
selbe Gl. (IV) wie oben, so daß also das Störungsglied —a’yz der Y-Richtung dem 
Sinne und der Größe nach genau die gleichen Spannungen 7, hervorruft wie + a’yr 
der Z Richtung. Dasselbe ergibt sich für die Größen S; Gı Nı H, da die Gleichungen, 
aus denen sie nach Bestimmung von 7, gefunden werden, dieselben bleiben. 

Anders verhält es sich jedoch mit den Größen T, N, @G,, uı vw) für die zwar die 
homogenen Lösungen dieselben bleiben, die in deutschen Buchstaben geschriebenen 
Lösungen jedoch folgende Werte annnehmen ! 


‘ 


; ur 6 fh | a I + 0? 
1 +: ) 0° > : | 0° 
\ a“ 0 / 1 20 
Mai ji t | Ü’s er 2“) 73 1720 
l+: \ 0 / | 0°‘ 
4 £ Aa / > 
UPF jH t 0 \ - | ( 73 dA | t 0 
1 E l 2 L 2 
Eo 
lg = ljrs lkESsHtlıES tr Ch 
dl 
u": ä u e,” 2 17] 20 
+ 6 2 I|+o0 
EoÖ 
Vj L E = + VO37 - u E = t Ur o ( 
a 
5 / Ra - rt ( & 
— — 0OY1 (1 4 1y; + + ) 
+ . 24 Ö > 
ER Ö 3 19 2 [7 Ö 2 7) “ . 
Ya’s | + € u I+o)(1 & )cı < Cı "<< 
e 2 1—c 6 0 \ 1— 0° 
E N) \‘ \ E N) 
up 221 21/ U 
a d 


c) Gesamtspannungen und Formänderungen infolge des Rohrgewichts. 
Nach vorstehendem lassen sich nun die Gesamtspannungen und Formänderungen infolge 
des Rohrgewichts, die durch den Index „ gekennzeichnet seien, durch einfache Super- 
position der den beiden Störungsgliedern entsprechenden Spannungszustfände ermitteln 
Man findet auf diesem Wege folgende Werte: 


> > 
ie 


[7 
| 
- 
- 
—— 
iv 
n. 
n. 
_ 
In 
So 
” 


I), Der Index r soll andeuten. daß #*s sich um Teillösunzen info'ze Kirengewieht des Rohres handelt 
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_ > Ö . . . - .‘ 
= 'Yyı E’o C 1 & | 2 %) #1... 2 > 
| Ö 
Wo 
13} > ‘) . . 4 Y 0 cd 
N rd t ( N YE a’ + | YE a ( 
N 1-0 ap 3 
(N, 4 : } EST, — Cı, = + 6; rt 273 a’ı\32 +4 
| G° 
% (Li! N 
(\ Yı q’2a® { a + Yı 5° lı + 16 4 ) 
| 0 
’ ii 28 
\) A 2YyrdA hu + ( 
1 o 
s u. \ u l 20 Ya 
a Ä YEa?S+e ® Pre, +) +Eerra 
l Ö 1 03 l Ö 


und schließlich für die Versehiebunrgen: 





Eo u Ci [ 7 | 2 m) 0? 
ıl | A | l Bi & + C; &) Yz 0’S5sl1o\L +8) + Z8 
\ 3 2 L 1l+0 
Eo 0 
l PPR- 1.$°+ 0%, 8 I, +, +t 
l 
Wo 
1, YEaü | 2; ) 
2 n 
( ] a’ 3 + 30° I6 2 0° 
| 28 4 +50 
) ) L 1 6“ 
2 0 
' 9] 0 ( | \e 
1 0 
Eo . a Eo 
W T: 2ı V 
I { 
sowie Tür die Tangentendrehung (vergl. S. 34: 
Eo I2a(l+0) - > Eo 
D 2, —931(1+6) So u 
A A 
während die homogenen Lösungen formal 
_ ungeändert bleiben, da nur die in denselben 
7 I auftretenden Konstanten Ci ...C, durch 


C .. C,, zu ersetzen sind. 


| III. Das geneigt liegende Rohr. 


“ 1. Spannungen infolge des Flüssig- 
u N keitsgewichts. Nachdem im vorstehenden 
die Spannungen infolge des Flüssigkeits- und 





rel. Eigengewichts für das wagerecht liegende 
j u Rohr ermittelt worden sind, soll nunmehr 
% Dee I angenommen werden, daß die Rohrachse 
A ei f unter dem Winkel « gegen die Horizontale 
a 7 geneigt liegt. In diesem Falle beträgt nach 


Fe, hen, u Abb. 3 der Flüssigkeitsdruck für die Flächen- 
2% Y einpheit in der jetzt schräg gemessenen Ent- 


% : 
an iernung & vom unteren Rohrende, an dem 
i 1) ) . .. 
auf der Achse — die Druckhöhe /, vor- 
handen sei, 
D= h; = ) h, ze sin « —+- aA Cos geosal=} EUR —h & A@COSW cos «|, 
wenn /, =asin«@ die Druckhöhenänderung in der Rohrachse auf eine schräge Länge 
gleich dem Rohrradius darstellt. Demnach lauten dann die Gleichgewichtsbedingungen: 
iS —=0 M'—-G: +Na=0 
5, +4 T% + N» = 0 G, -+ Hs‘ Na=0 Ile), 
N) + N: — T: +ay(v —hıl +acosa@cosg 0 — Hı + (Sı +9) a=0 


während die Formänderungsbedingungenen ‘I II ungeändert bleiben. 
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Man erkennt nun aus der Form des Störungsgliedes in (Illg), daß die Gesamt- 
spannungen sich auch hier wieder aus einem rotationssymmetrischen und einem sinus- 
bezw. cosinusförmigen Spannungszustand additiv zusammensetzen werden. 

Bezüglich des letzteren zeigt der Vergleich des ihm entsprechenden Störungsgliedes 
a“ycos« mit dem des bereits unter 2 bis 4 untersuchten Spannungszustandes a?’y, daß 
die gesuchten Spannungen durch genau die gleichen Formeln wie oben sich bestimmen, 
wofern nur in denselben überall 7 cos « statt y gesetzt wird; eine besondere Betrachtung 
erübrigt sich daher. Für die rotationssymmetrisch verteilten Spannungen hingegen lauten 


jetzt die Gleichgewichts- und Formänderungsbedingungen: 
T'’=0 somit: T, = ec, I, T, +zay(u —hı 0. G'’—Na=0 (Tlh 


ah=u, ap =U, ae, = V Ih 
v 12D y ryv 
N rn ei roO&)=C Gı = — Dia, + Tı ae = — Dx, + cat 
32 
u. Ih 
= — (+08 GG = Doz 
04 


Kliminiert man wieder zunächst N, aus (lIIh), so folgt 


Gi —aRBR +ay(kv—hi) = 0, 
und mit 77 =c, wenn in den aus (IIh) folgenden Beziehungen #' = axı; % = 0 mittels 


Ih) Dehnungen und Krümmungsänderungen durch die Spannungsresultanten ausgedrückt 
werden: 


» TW—-N"o GM A 
&, == == == AX4ı G, + rat), 
E) Eda D 
mithin wie S. 347 ' 
y IV) 12a? ® i 
Ga N 4 I—-N)Ga—-cal—-c)=0 
0? 
Es bleibt also außer 7, —c auch (, wie S. 347 berechnet, nämlich: 
(1% C, „sin (us) Sin (u!) + Oya sin (u; Kol (uf) + Ca cos us) 
+ (a cos (u) Bo} (us) Stu (uS)+ ca: 
wo v l2a® 4 
U — ı! — (1 0”) 
N GG» 
v2 = 
Hlingegen ergibt sich jetzt für 7%: 
' G” U N a re 
ER +ay(ua—h)i= - |— CO. sin (us) Sın (uS)— O5, sin (us) Bol (us 
a (dd 
+ Ca cos (w£) Su us) + Ca cos (u) Col us)|+ay ‘io hi 


ferner für @ und N, wie S. 347: 
Gy = 0G1 —scae—=6[C,, sin (uF, Sin (u!) + Cya sin (uF5) Sol (u 
+ (O3. eos (u) Sin (u 


Ir lrr 


)—+ Cua cos (u S) Bo (uS) 


N v | _(Ora— Osa) sin (u) Sin (uF) + (Cia— C4a) sin (uS) So) (m) 
.vYjla = u ng pi ® i n j s o 5) 
aV 2 | (Chat Ca) eos (u!) Sin (us) + (Or + O3.) cos (us) Bol (uS) ) 
während sich für die Verschiebungen ergibt: 
[27 v 7 A) 
ZB dE&sn (Fa oT, 
Eo 
o «L an . \ * Ad : a L . 
Ua = afsı d£ = I(Tı. T,20)d2 . Ca — 60 |Nıu + ay (vn —hı S)\} ds 
. Eo, 2 En 
ao in [2 \ =: | ’ ’ . r 
-—, Nia + — |(Ca -0aykhv)S)+eh ay’ |+ ca (ca = willk. Konst! 
Eö E 6 E 
und für die Tangentendrehung: 
) a nıj v3 . x a Fr Eu‘ i R f e N pr . 
TR | . = +- Cs.) sin (us) Sın (uS) — (Ua + Cr) sin (uS) Bol (us 
E 0 EöY2 
Ca = Ce) Gos (uS) Sin (mS > Cosa Usa O0» MS (1 u =) ne Ad; h, 


2. Spannungen infolge des Rohreigengewichts. In ebeus) übersichtlicher 
Weise wie für das Flüssigkeitsgewicht lassen sich auch für das Rohreigengewicht die 
Spannungen im schräg liegenden Rohr auf die des horizontalen Rohrs zurückführen 


') Der Index a kennzeichnet Spannungs- und Deformationszrößen des unter = geneigten Rohres, 
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Für das letztere lauten nämlich, wie man leicht sieht, die Gleichgewichtsbedin- 
gungen bei Beanspruchung allein durch Rohreigengewicht: 


Tl, Sy —a’yrsina=0 H — ("+ Ma=0 
Sı + Ts + N; a’yg eosasing () G, + Ha’ Nra () 
Ni + N’ — Ty +a°yr' C0S @ cos Ö HH, +19 +8,)a=0 


Vergleicht man diese mit den oben angegebenen Gleichungen für das horizontale 
Rohr, so eıkennt man, daß dieselben sich, wenn man von dem Störungselied a’yE 
sin«der X\-Richtung zunächst absieht, nur um den konstanten Faktor cos « in den beiden 
Störungsgliedern der }- und Z-Richtung unterscheiden. Hieraus geht hervor, daß die 


Gesamtspannungen sich wieder aus einem sinus- bezw. cosinusförmigen Spannungs- 


zustand zusammensetzen, der sich einfach aus den früheren Werten dadurch ergibt, daß 
überall y,„ cos «@ statt 7. geschrieben wird, sowie einem rotationssymmetrischen Zustand 
für den die Gleichgewichtsbedingungen lauten: 


[5 a’ yr sina; mithin: /, a’yr Ssin@ + Co” 
N} I, =0, Gr} Nıa U ae“ [Lli), 
ferner: 

atı = u ag = Ww a’rı =u Ku 0 | li 

1L2D Be Zu 

/ „(at os)| eG Dar Tat 
{ 

' ı) 


l» hl 08 \ G: Doz, \ 


Die Elimination von N, aus (llli ergibt: 


(7 | al, =0, 
hierzu mit T, = Sa’y, sin « und &"' = aXı: % = 0 
mit Benutzung von (li 
. T, Ö (| IV) dl y f u i u 
| 1% Gi E(c sa’ yr sin « 
Eo E da D 
Hieraus: 
(ı \ | Ö (+ (] | A } sin ) 
h 
Das Integral lautet: 
(1a = (ja sin us Sınlas # sin m < (Si TR ra COBIMS z ı (u Ge GOS TR (0) Mr 
aAE (Ca” Sa’ Yx sin a 
’ 


Für die übrigen Spannungen und Formänderungven findet man: 


‚pi G y# : er & n r “ . « . ’ + . 
"ra (4a sin/us) Stiliu-s | sınlu<s)Dol(ius (ya ecos{u Ss)oiitims 
(dl dl 
coslu&)bol(us 
(Gr3 4 0 ( oaeT, GC. sin (us) Sin (uS Gau sin (uf) Wo] (us 
O3. cos (us) Sin (us Ca eos (uS) Bol (us 
sin (ns) Sin (u C sin (u) Sol (u®8) Be 
Nıa = e dd E SINn %& 
' > : / ) - . M * | u 
.. J » ( { CcOs |u er 1% os (uw) Del(u: | 
U £, / 
E y 
A ' ‚ 2 = a nie I. . ERTL... 13 = 
Un = afaıdz - N, # o)ds- r ı GG ji BIN X —- Ca oNıu | d S 
2 Eo Eo 
ao " n a” 
N} Ita S + a’ yr Since ec. (ec. = willk. Konst 
Ed Ed 2 
f dt ‚nn ‚ vor. 
Ua Ta Te 
Eo 
3 - v a r ji t 2 / x (NS 8 . 
f ( { sin (us) Sin (u) ( ( sin (uS$ or im ] > az 
- | Eu er e | e. Re a’ yE sin @ 
EdVa L+(Cı GC; .) co8 (us) Sin (us) + (Oro + Oza) costs) Do) (us) 


Dieser Spannungszustand ist dem in Il, 2,c gegebenen (mit yz cos « statt Yx) zu 
überlawern, womit dann die Berechnung des schräg liegenden Rohres vollständig auf die 
des horizontalen zurückgeführt ist 
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Heft 5 Piek, Wurzeln eharakteristischer Gleichungen von Sehwingungsproblemen 








ug. 
in 


Zusammenfassung. 


Die in der vorlierenden Arbeit zrerebenen theoretischen Grundlaeen ermöglichen 
- ee) Fe) Fee) 


es, die in schrägen oder horizontalen fireitragenden Rohrleitungen beliebiger Stützung 


insbesondere auch Walzenkesseln auftretenden Spannungen genauer als bisher zu 


berechnen und insbesondere sich iiber die beträchtlichen Spannungen in der Nähe der 
Auflager ein der Wirklichkeit näher kommendes Bild zu machen. 


Die für dünnwandige zylindrische biegungsfeste Schalen gültigen Gleichgewichts 


und Formänderungsbedingungen werden zunächst für den Fall des horizontalen, durch 
Flüssigkeitsdruck beanspruchten Rohres auigestellt und in geschlossener Form vollständig 
integriert, wobei in der Weise vorgeraneen wird, daß der Einfluß der einze!nen Störungs- 
glieder getrennt verfolgt wird 


) 


Hierbei ergibt sich, daß die im Itohr auftretenden (resamtspannungen sich aus der 


Ueberlagerung zweier Spannungszustände zusammensetzen, von denen der eine inbezug 
auf die Rohrachse symmetrisch, der andere sinus- bezw. cosinusförmig veıteilte Spannungen 
hervorruft 


Die für jeden dieser Spannungszustände getrennt anzusetzenden Randbedingungen 
werden für alle praktisch wichtigen Stützungsarten, insbesondere auch für kontinuier- 


liche Leitungsstränge angegeben. 


Nachdem sodann auch der Einfluß des Rohreigengewichts für das horizontale 
Rohr vollständig ermittelt ist, wird das biegungsfeste, geneigt liegende Rohr gleichfalls 
auf Flüssigkeits- und Eiger gewichtsbelastung untersucht und gezeigt, daß sich bei 
wiederum getrennter Verfolgung des Einflusses der einzelnen Störungsglieder die 
Spannungen in geneigt liegenden Rohren in sehr einfacher und übersichtlicher Weise 
auf die im horizontalen Rohr auftretenden zurückführen lassen 0 


Über die Wurzeln der charakteristischen Gleichungen 
von Schwingsungsproblemen. 
Von GEORG PICK in Prag. 


ie (rleichunrger, welche entstehen, wenn man von den Diagonalelementen einer ge- 

gebenen «“nadratisehen Matrix die Unbekannte ? subtrahiert, und die erhaltene DDeter- 

minante gleich Null setzt, haben lauter reelle Wurzeln in dem Fälle, daß die gegebene 
Matrix symmetrisch ist. Es liegt deshalb nahe, für den allgemeinen Fall eine Abschätzung 
des Imaginärteils der Wurzel zu suchen, der diesen Teil in Abhängigkeit setzt von der Ab- 
weichung der Matrix von der Symmetrie. Von diesem Gedanken ausgehend hat Bendixson 
solche Gleichungen untersucht, und Hirsch hat die Untersuchung auf Matrizen mit 
komplexen Elementen ausgedehnt‘). 

Wenn diese Frage nun hier zunächst unter Beschränkung auf reelle Matrizen 
wieder aufgenemmen wird, so geschieht das, weil die von Bendixson erzielte Ab 
schätzung des Imaginärteils erheblich verbessert, nämlich durch eine scharfe Abschätzung 
ersetzt werden kann. Sind «,, die Elemente der gegebenen n-zeiligen Matrix, und 
bezeichnet man den „ıößten unter den Werten 


mit , so findet Bendixson für den Imaginärteil der Wurzel /=r—+s, die Beziehung 


m m n 1 jr \n | 
Va $ +-g % 
u Er 


Die zewöhnlichen Schwingungsprobleme der Mechanik führen auf ein System von linearen 
(Gleichungen, die eine etwas allgemeinere Form haben. als die vom Verfasser hier vorausgesetzten. Da 
nan nämlich stets Differentialgleichungen zweiter Ordnung hat, tritt der FExponent 4 nicht linear, 
sondern quadratisch in dem Koeffizientenschema (Matrix) der linearen Gleichungen auf. Eine unmittel- 
bare Anwendunrg der Ergebnisse der nachstehenden Arbeit auf die Entseheidunze der Stabilitätsfrage 
bei derartigen Schwingungsproblemen wird daher kaum möglich sein. Wohl aber kommen hier andere 
als mechanische Schwingungsvoreänge in Frage. vor allem Teinperaturschwankungen und elektrische 
Schwingungen. bei denen der Einfluß der Selbstinduktion vernachlässigt wird. Anmerkung des Herausgebers. 

-) Bendixson, Acta mathematica XXV, S. 359—365, Hirsch, ebenda S. 367-370. 
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Es ist aber, wie sich im folgenden zeigen wird, 
T 


g cotg ai == —+gcotg > , 
zn 2 


n 


’) 


und diese Schranken stimmen mit den obigen zwar lür = 2 und n=3 überein, sind 
aber von n—=4 an numerisch kleiner. Sie stellen andererseits das Beste dar, was zu 
erreichen ist, weil sich eine Matrix von der vorausgesetzten Beschaiienheit angeben läßt, 
bei der die Gleichheitszeichen der Formel zutreiien '). 

Den Abschätzungen der Wurzeln charakteristischer Determinantengleichungen ent- 
sprechen solche der reziproken singulären Werte Fredholmscher Integralgleichungen. 
Auf diese soll hier zum Schlusse kurz hingewiesen werden, ohne anf den Beweis der 
bezüglichen Formeln näher einzugehen. 





Il. Sımmetrische und schiefsymmetrische \atrizen 


Es sei Du,—=b,u. Die algebraische Gleichung in / | 
4 

D,ı B- bis, . ‘ h, “4 

D»ı, Ds Ei nn b», 4 

a = ‚ A = () ’ . , (1) ” 

b. 

» l» I), 23 .0. h, n t 


hat dann lauter reelle Wunzeln. Ist r irgend eine von ihnen, so genügen den Gleichungen 
but +2 +... +dı nam =rX&ı 
bai tı + Dar a + + bantn=r ty 


(2 
Du XL + D, 2 9 + . . + DB n Un = rien | 
n nicht sämtlich versehwindende Zahlen x, X, . . &, die reell angenommen werden 
können, wovon wir aberkeinen Gebrauch machen w ollen. Multipliziert man die Gleichungen (? 


ler Reihe nach mit den konjugierten Werten der .r, also %ı, &%», %n und addiert, so 


ereibt sich 


" 0 Lu — >> bu ‚Lu e,’) . e ; . (3), 
u B,v 
worin, wie im folgenden die Summationen über alle Werte der Zeiger von | bis n aus 


zudehnen sind. Es ist zalässig und für das Folgende bequem, die Größen x so zu 


normieren, daß 


& Ku Iu = | (4) 
u 
ist. Dann wird also 
r= Ibn: . rer I 
D.,Vv 


Ersetzt man hier auf der rechten Seite alle x durch ihre Absolutwerte, die mit 
den entsprechenden bezeichnet werden sollen, die b,, aber einmal durch + f, das 


anderemal durch  f, wo f den größten der Beträge Du, bedeutet, so ergibt sich 
f > Yu y Zr f R 3 Yu Ys . ö Po“ i (6 ). 
P,v L.,v 


Ilier steht rechts und l’nks, abgesehen von den Faktoren + f, ein Wert jener 
juadratischen Form, deren sämtliche Koeffizienten gleich Eins sind. Ein solcher Wert, 
erzeugt durch normierte y, ist höchstens gleich der größ!en Wurzel der zugehörigen 
charakteristischen (also hier Säkular ) Gleichung 


u | 


d. h. von > ar | 5.2 SEE | a 


I, Vollständigkeit halber werden im foleenden auch die reellen Teile der Wurzeln behandelt. 


vas fiir das mechanische Problem von Wichtigkeit ist: die sie betreffenden Resultate finden sich bei 
Bendixson a. a. 0. schon vor. I 

Solche Zusammenfassungen sind auch bei Bendixson der Auszangespunkt. sie werden abeı 4 
oben in anderer Weise verwertet als bei ihm 
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Dieser größte Wurzelwert ist augenscheinlich », und es ergibt sich also 
—- nf<r<enf . a (8). 
Man sieht auch, daß diese Schranken erreicht werden, wenn von vornherein alle 
b,, entweder gleich + f oder gleich — / gesetzt werden. 


Es sei (u, = Pu, AlSO Cuu— 0. Die algebraische Gleichung in / 
cı —t, ‘12, en 
( s9 t ( 
21 ® u " = {) )) 
( 1, Cn?2,s f N f 


hat dann lauter rein imaginäre Wurzeln. Ist 2s irgend eine von ihnen, so genügen den 
Gleichungen 


Cıı Cı + Cı» 99 + .. ‚+02 f =18X%ı 
031 XCı + C22 X2 +4 i + Con%Cn =1S X» (10 
Cnı &ı + Cn2 da 7 - - . + Cnn In =3IS In 





n nicht sämtlich verschwindende Zahlen x, die wir wieder normiert annehmen dürfen. 
Durch Zusammenfassung, wie oben, erhält man 
DRS = = Cy ‚Ly IC, = >> Cy 7 (a6 Hn Lu X») . . (1 L), 
DV BR  V 
wo die letzte Summation nur über die Wertepaare «“, v zu erstrecken ist, die der bei- 
gesetzten Bedingung genügen. 
Mit dieser Relation verfahren wir nun so: Zuerst wollen wir bewirken, daß die 
Arkus der vorkommenden Werte der Unbestimmten innerhalb eines Winkelraums von 
ar : 7T %“ _ ; ‚ , ; 
der Größe z, also etwa zwischen 5 exkl.und + inkl., liegen. Das gelingt, indem wir 


nötigenfalls die Vorzeichen einiger (oder aller) € umkehren. Sie bleiben dabei normiert. 
Damit die rechte Seite von (11) dabei ungeändert bleibt, wird man nun auch bei den 
Cu, entsprechend Zeichenumkehrungen vornehmen müssen, was also geschehen soll. Wir 
wollen zweitens eine Umnumerierung der Unbestimmten so vornehmen, daß sie nach 
zunehmenden Werten jener Arkıs gereiht sind; entsprechende Indexvertauschungen sind 
an den Koeffizienten vorzunehmen. Statt (11) ergibt sich so 


ae ; \' > + ‘ 
is—.: Cu y (Yu Yı 7 Yu ys) = = Cuv Yu Is . . (12) 
u <Y M,v 


und es gilt jetzt Folgendes: a) die c,.,* stimmen, abgesehen von Vorzeichen und Reihen- 


. .. . . .. Yu I, 4 L Y, . .,. . . . 
folge, mit den c„, überein; b) die Größen #27 sind positiv. Denn sie sind die 


2 


Imaginärteile von Zahlen, deren Arkus zwischen Null und 7 liegen. 


Es sei nun g der größte unter den Beträgen ‘,,, also auch unter den c,,*. 
Ersetzt man auf der rechten Seite von (12) alle c„,* mit @<rv einmal durch + y, das 
anderemal durch — 9, so erhält man eine obere und eine untere Schranke für s. Man 


8 - . .. . 

kann das Resultat so aussprechen: — liegt zwischen dem größten und kleinsten Werte 
9 

unter den durch 2 dividierten Wurzeln der charakteristischen Gleichung jener schief- 

symmetrischen Matrix, in der auf der einen Seite der Hauptdiagonale überall + 1, auf 

der andern überall — 1 steht. Denn I (y, y, — yu y,) und der entgegengesetzte Ausdruck 
u<v 

sind Werte der zugehörigen Bilinearform dieser Matrix, und das Behauptete ergibt sich 

aus einem bekannten Satz über Hermitesche Formen; in eine solche geht diese Bilinear- 

form durch Division mit 2 über. Die charakteristische Gleichung lautet 


4 
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in verständlicher Bezeichnungsweise. Die Determinante ist leicht nach einer von Hölder 
angegebenen Regel auszurechnen '), Man erhält so statt (13 


\ 


) | (14), 
woraus sich die Lösnngen 





ergeben, oder anders 


f » coter | k Fe N Ti 


Der algebraisch größte unter den durch (16) bestimmten Werten von 


ist cte s 
In 
. I 
der kleinste cto 
9) 


- 


Man hat also jetzt 


er 
4 ci — —.. [7 eig (17 ) 


zz IM e. N 


und es ist klar, daß diese Weıte 


wirklich erreicht werden, wenn die c, 
vornherein alle gleich g sind. 


füc 7» <r von 


Il. Allgemeine reelle Matrizen 


Die Fredholmsche Gleichung 
Es seien au, (ur —=1,?2, . ») beliebige »* reelle Zahlen. Wir setzen 
Ü. a . a, 4 
- Day; C also au, =bdu, + Cy 18), 


und es sei / der größte unter den Beträgen 5, 


Ä y der größte unter den Beträgen r,. 
Die du, sind die Elemente einer symmetrischen, 


die e„,„ sind die Elemente einer schief- 
symmetrischen Matrix. 
! r+ x? sei eine Wurzel der charakteristischen Gleichung 
dl Fi. U12, er dı 
d>2j, Ad» f, : ad - i 
ze I) - - ; ’ (29). 
An?, Ani, Ann / 


Dann gibt es 


nicht sämtlich verschwindende Größen &. 
das Gleichungssvstem 


r„. welche 


2 er & In { | 
/ 
Ası I A232 X&ı 4 + Gun X Ex%a \ 
20) 
\ 
Anıkı # A» > +4 an a Bi, ) 
befriedigen. Durch Zusammenfassung wie im vorigen Abschnitt erhält man 
f P3 duy Tu X >] 
wenn die .@ wieder normiert angenommen werden. Indem man nun Reelles und Imaginäres 
trennt, ergibt sich 
} = h,; A L / 
| (22) 
is LI ruv Ku X \ 


und es gilt also der »atz: 


Der reelle Teil jedes charakteristischen Werts der a,,- Matrix liegt 


a r A 
. .n . . . u. ‚u 
zwischen dem «erößten und kleinsten eharakteristischen Wert der - .- 
> 
Matrix; der imaginäre Teil dagegen (abgesehen vom Faktor ’) zwischen dem 
erößten und kleinsten charakteristischen Wert der 


a, = (d 


#=_Matrix. 


Leipziger Berichte 65. 8. 110 I20 


und 66. SS. 98 82. 
findet sich auch die Auflösung 


In dem ersten diesen 
der Gleiehunz (15). Vgl. 


ferner Hirsch. Math. Arn. 52, S. 


)Z, 


Aufsätze 
150 ff, 
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Pick, Wurzeln charakteristischer Gleichungen von Schwingungsproblemen 


























Denn die rechten Seiten in (22) sind durch normierte x erzeugte Werte der zu 
den beiden Hilfsmatrizen gehörigen Formen. 


Aus den Ergebnissen (S) und (17) des vorigen Abschnitts fließen nun die Ab- 
schätzungen 


\ f a .“ (L,, p ‚ 
N f - (t) = +-n/ (/ — Max n - \ 
2 rain 
7 nn ; / Gyr Bun , 
te, I<IM)<+cg, g \9 —Max - \\ 
“ u In . ) 


und man erkennt auch, daß die Gleichheitszeichen realisiert werden können, und zwar 
gerade durch die im vorigen Abschnitt festgestellten besonderen symmetrischen bezw. 
schiefsymmetrischen Matrizen. Es ist leicht, den in der zweiten Formel von (23) auf 


. . 7T “ . . ? Er 1) . 
tretenden Koeffizienten ctg , mit dem bei Bendixson auftretenden V' direkt zu 
2n 2 
vergleichen, und zwar vermittelst der unschwer zu beweisenden Relation 
„rn gan „2n—1)n 
ctg?_ - + ctg r..+ctg? n(n—-1l) . . . (24). 


en en ?n 


Hier sind links je zwei von den Enden gleich weit abliegende Posten einander 
gleich, und der bei ungeradem »„ auftretende mittlere Posten ist gleich Null. Man sieht 
also direkt die Richtigkeit der Beziehung 

otg® nn (n — 1 | 08), 


2n 2 


und daß das Gleichbeitszeichen nur in den Fällen n—2 und „n—=3 gilt, abgesehen von 
dem belanglosen Fall n — 1. 


Zu den gewonnenen Abschätzungen (23) sei noch folgendes bemerkt. Es wäre 
eigentlich sachgemäß, in den Voraussetzungen die Diagonalelemente, die eine Rolle für 
sich spielen, von den übrigen Elementen zu trennen. Man kann nun auch diese Ver- 
allgemeinerung obne weiteres an den obigen Resultaten anbringen, man braucht zu 
diesem Zwecke nur ? um eine gegebene reelle Zahl zu vermindern. Die erste Formel 
in (23) erleidet eine leichte Modifikation, die explizit anzugeben hier wohl überflüssig ist 


Schließlich noch eine Bemerkung über die lineare Integralgleichung 
| 
n W+r[K (u, v)x (w) av y(u) . re 
0 


mit beliebigem (stetigem) reellen Kern. Die singulären Werte von A, also diejenigen, 
für welche 


bw sqi 
IV 
-] 
N 


| | 
x (u) 4 | K (u,v)ew,dv—=0 
0 


eine nicht identisch verschwindende Lösung (u) hat, entsprechen den negativen rezi 
proken Weıten der Wurzeln einer charakteristischen Gleichung, den Elementen der zu- 
gehörigen Matrix die Werte des Kerns A («,v). Wenn nun die Abschätzungen (23) beim 
Grenzübergang standhalten, so ergeben sich folgende Relationen: 


K(uv)+Kl(v,u /1 K (u,vV)+ K(v. u 
Max N ( ) Max 
2 ) 2 / 
Z i (u, vd) ı (v, u \ zZ ı (u, © i\ (vd, u) 
Max S( ) Max \ 
T 2 / 7 2 


Während aber in der ersten dieser Relationen die “ileichheitszeichen durch 
konstante X (uw, ) bewirkt werden können, gelingt das in der zweiten Relation nicht 
durch stetige Kerne, wohl aber durch schiefsymmetrische A (u,v), bei denen K (w, v) für 
u<x einen konstanten, für «> v also den entgegengesetzten konstanten Wert hat. 

Auf den Beweis von (28), der übrigens für die erste Relation auf der Hand liegt, 
soll nicht näher eingegangen werden. 


Prag, Januar 1922. 
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Das Helmertsche Verteilungsgesetz 
für die Quadratsumme zufälliger Beobachtungsfehler. 
Von L. v. BORTKIEWICZ in Berlin. 


auß hat sein Fehlergesetz, wonach eine Walırscheinlichkeit " o-®W® du dafür be- 
7T 
stebt, daß die zufällige Abweichung eines empirischen Wertes irgend einer Größe 
von ihrem wahren Wert, oder anders: der zufällige Fehler einer Größe, zwischen den 
Grenzen « und « +-d u eingeschlossen sei, im Jahre 1509 aufgestellt und dieses Fehler- 
vesetz zum Angelpunkt der mathematischen Theorie der Beobachtungsfehler gemacht ''). 
Die Frage, wie groß auf Grundlage des Gaußschen Gesetzes die Wahrscheinlichkeit 
dafür ist, daß die Quadratsumme einer beliebigen Anzahl zufälliger Fehler in ein be- 


stimmtes difierentielles Intervall falle, wurde — ungeachtet der Tatsache, daß diese 
(Quadratsumme eine grundlegende Bedeutung für die mathematische Theorie der Beob- 
achtungsfehler hat erst sechsundsechzig Jahre später, und zwar von llelmert, aui- 


geworfen und gelöst‘). 

Helmert hat dabei angenommen, daß sämtlichen in Frage kommenden Fehlern 
Beobachtungen von gleicher Genauigkeit entsprechen, und er hat den Beweis in der 
Weise geführt, daß er ‘zuerst die Fälle von 2, 3 und 4 Fehlern betrachtet, sodann die 
für diese drei Fälle gewonnenen Ergebnisse in einer Formel von bestimmter Gestalt 
zusammengefaßt und schließlich, um die Allgemeingültigkeit dieser Formel zu erweisen, 
gezeigt hat, daß, wenn sie für die Fehlerzahl » gelte, sie auch für die Fehlerzahl n +- 2 
velten müsse. Dieser etwas mühsame Weg und jene einschränkende Annahme sollen im 
folgenden bei Ableitung des (verallgemeinerten) Helmertschen Verteilungsgesetzes ver- 
mieden werden ‘). 


1. Die Wahrscheinlichkeit, daß N hs? in ein bestimmtes differentielles 
1 


Intervall fällt. Man fasse von vornherein » zufällige Fehler &, &,..., &, ins Auge und 
bezeichne mit A, die Präzision, die einem Fehler :, entspricht. Die Wahrscheinlichkeit, 


\ > ° . h; 2,2 
daß &, zwischen x, und ;—+ dw, enthalten ist, wird dann durch ei" dw, ausge- 


Vn 


7 


diiiekt. An Stelle der Summe 28° tritt hier nach der Fehlertheorie die Samme 
| 


4 92 7 es’ 
1 


Die Wahrscheinlichkeit ijür diese Summe, zwischen den Grenzen s und s+.ds 
enthalten zu sein, 'sei mit f.(s)ds bezeichnet. Des symmetrischen Charakters des 
Gaußschen Fehlergesetzes wegen stellt sich die Wahrscheinlichkeit, daß ®, d.h. der 


hi 


absolute Betrag eines Fehlers &, zwischen ”, und + du; liege, als eh’ “du; dar. 
Vn 

Das ist zugleich die Wahrscheinlichkeit dafür, daß /A,& in den Grenzen /i,.., und 

hu + A,du, eingeschlossen bleibt. Setzt man A,u; = f, so erhält man als Ausdruck 


derselben Wahrscheinlichkeit _ e-‘ dt, und führt man die Bezeichnung 
T 


hr... ar u (2) 


)) ©. F.Gauß, Abhandlungen zur Meihode der kleinsten Quadrate, in deutscher Sprache 
herausgereben von A. Börsch und P. Simon, Berlin 1887, S. 92—102. 

-) F. R. Helmert, Ueber die Wahrscheinlichkeit der Potenzsummen «er Beobachtungsfehler 
und über einige damit im Zusammenhang stehende Frazen, Zeitschr. f. Math. u. Physik, Bd, 21, 1876, 
S, 192—218. Seine Endformel hatte Helmert bereits ebenda, Bd. 20, 175, S. 303, mitgeteilt und 
hierbei die alsbaldize Veröffentlichung der Ableitung dieser Formel in Aussicht gestellt. 

>) Zur Ableitung des Helmertschen Verteilungszesetzes vergl. E. Czuber, Theorie der Beob- 
ichtungsfehler, Leipzig 1891, S. 147—150. und P. Pizzetti, I fondamenti matematici per la eritica dei 
risultati sperimentali (Atti della Regia Universitä di Genova. Quarto centenario Columbiano, Genova 
1892, S. 115 bis 333), S. 256—258. 

















ET ERITEEON Li 


ee 


I 








Heft 5 v, Bortkiewiez, Das Helmertsche Verteilungsgesetz 359 


ein, so läßt sich durch 
 (md)dr, 


die Wahrscheinlichkeit dafür ausdrücken, daß die Summe (1) zwischen 0 und s zu liegen 
kommt, Man hat nun offenbar: 


2 2 2 
Ines]... e fh“ vr oe .. Vr € Wdlı dtz.. dAt,, 


wobei die Integrationsgrenzen rechter Hand sich aus den Ungleichungen 0 <r,°<s 
und aus der Bedingung ergeben, daß tı, f.,...f. stets positiv bleiben. Alsdann findet 


man: 
fr ara" >| ne e 


und, unter Anwendung der neu Te Bezeichnung 


Ki: | fa: dt... du—=V,(s 3), 


durch Differentiation nach s: 





dh äh..:0 


' — x d V: (8) 
.(s)=2"n eo" | 4). 
ds 
Die Größe V, (s) läßt sich wie Pick bestimmen. Mit Rücksicht auf (2) hat man: 


In In 


V, Sf. fa: eu :;:. Ge ”), 


und setzt man: 


Zen — Ums 
/ Tm 
so erhält man: 
/ 7 Um 
Fa = m | l Um y d = — d Ön 
Vl-— um 





Demnach geht (3’) in 


V, ' = . Tı dı r2 v3 BR "an Un | v, d vr. d 2 
JVı-w? Vi vs” Yı-a? 


über. Man setze alsdann: 


1 


fe Um / 
dan =m und GG... mm : 5). 


Vı — Um’ | > 


Durch sukzessive Integrationen findet sich: 


1% u: 
r, dı gı 73° vw . . 
/ ‚du=gır =grva, 4 duv=gnr!=gyıs vi. 
” J 1 °® } l - vs” 
Tu" v 
In—ı 73 N 1 
") -y, d ER rin at 


Es läßt sich ferner aus (5) durch partielle Integration eine Rekursionsformel her- 
leiten, mit deren Hilfe g, leicht ermittelt werden kann. Man hat nämlich: 


1 1 


» 


s. Un! - Um d Um | - 
HM= | Vi ‚= — 9 Yon? +(m—1) vr V 1 — vn? d Um 
Er Yn \ “ 


woraus 










































2 2 
und (8”) bezw. für (9) und (9) einheitlich geschrieben werden: 


1 


.) 
.) ’) 


> 
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folgt. Zugleich ist: N 
d eo T v d v ; 
= |- we: u | | 
] 1 vo PR: yı — v1? f 
. . Al > 7T . ® “ 
Es ergibt sich daher laut Formel (6) a — e und weiterhin auf Grund der For- 
meln (5) und (6): 
Im + 3 (3 (4 Cm rıCm +3 383 m m—+ 1 
= ('j 0 . . 22 z re , 
U cCı (0 Um ] (m 3 4 n+1im+2 
4 
© TI / 
. ı—_ (7) 
4m im +2) 
Somit erhält man schließlich, da gı = 1 und % — ’ bei n ungerade: 
n — ] 
JT 5) 1 ’ 
(u = =) . er ee 
9 1: Be 5% We ) 
und bei n gerade: a\- 1 \ 
In 2: pP . . . ° . . . ° (8 }, 
j 2 2:4 -:6...n 
Damit ist der letzte vorbereitende Schritt zur Bestimmung von /„(s) getan. Greift 
ınan nunmehr auf die Formeln (4) und (3”) zurück, so findet man: 
2 7 n 2 
: ; I VYn (8) n : . 
i | Vv„(s) = VE ? . > —— Un ? i IE 2 Inn $ 2 08 Un, 
4 : ds - 
mithin bei n ungerade wegen (8 
nn | n y n I\; n 4 
> - g 2 e—S yn l | 2 ) vi 2 e—$ ; B | 
In (5) nn ’ r . (9 J ä 
1°3-5...n—2DVn n—- Dt Vn 3 
und bei n gerade wegen (S'): 3 n—3 —, ä 
| = 5 a 
h 2 nd ; - e N m e s ; 
er Fi, (s) —— . = . . . . } . (9”). Bi 
® 2-4 -:6...(n—2) n — 2\ ; 3 
: | 2 ) 
& . 3 
5 Um für /„(s) einen einheitlichen Ausdruck zu erhalten, der nicht mehr davon Ä 
Br abhängt, ob n ungerade oder gerade ist, muß man das Eulersche Integral zweiter ä 
R Y « . 3 » 
% Gattune ((rammafunktion) E 
/ (p) = gp—-1le-r dx R : f 5 * } ; ; ! (10) ; 
heranziehen. ’ i 
Für ganzzahlige p ist bekanntlich /'(p) = (p— 1)!, für p-Werte, die in der Mitte ' 
i i a ’ ı 3 - N 3 
zwischen zwei ganzen Zahlen liegen, / (p)=Vr:—:"....(p—1). Daher kann für (S) i 
3 
4 


4 


- a 5), f (s)  — are L R : . “ (9). 
n +2 ‚fn 
"| ) ] (=) 
2 2 
Der von Helmert betrachtete Fall ist dadurch charakterisiert, daß hh =k=... 


n 


— /„ — h. Bezeichnet man mit I. (u) du die Wahrscheinlichkeit dafür, daß Fe’ zwischen 


FR FI 


i=]1 
u und «+ du zu: liegen kommt, so erhält man h’u—s, hK’rdu=ds, w.(udu — fn(s)ds 
und folglich w,„(x) = h?/,(s). Daher ergibt sich auf der Grundlage von (9): 
n— 9 
ah 7 2 e - h? u 


vw. (u)du du!) 
n 
( 
2, 
) So sehreibt die Helmertsche Formel ÜUzuber (a.a. ©., S. 149, Formel 5), während bei 


Helmert selbst (a. a. O., S. 203, Formel 25) an Stelle von x und du die Produkte n 0 und nos auf- 
treten, wobei dag = don. 
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n 


2. Die Wahrscheinlichkeit, daß Yn’:? einen bestimmten Wert nicht 


i—=]1 


überschreitet. Man fasse nunmehr die (von Helmert nicht betrachtete) Wahrschein- 


lichkeit ins Auge, daß I h;’s;?” den Wert : nicht überschreitet. Bezeichnet man sie mit 
i—=1 
F„(z), so hat man der Formel (9) zufolge: 


| nr 
F„(2) : ls . eds . a ah — ABS 


r(5): 


Bei » = I wird vermittelst der Substitution s—=f° 
: 
Y 2 2 
Fıl.) =- le" dt 
V 


T x 


U 


Bei n> 1 liegt der Fall weniger einfach. Das in (ll) auftretende Integral 
erscheint als sogenannte unvollständige Gammafunktion und soll im folgenden einer ein 


gebürgerten Bezeichnungsweise gemäß durch / (>; 2) dargestellt werden. Demnach ist 


n 
r( Er «) 
2 


FG.) = Be Fee De 
ö n 
r( ) 
2 


Man setze - —kundk=r-+Öd, wo r eine ganze Zahl ist, die der Bedingung 


0<ö=1 genügt. Durch wiederholte partielle Integration findet man: 
"(k,)=—er:izt 14 (k— 1)? + (k—1)(k—2)293 +... (k—1)(k—2)..(5+1)2?} 


+ (k— ı1)(k—2)...(64 Ey E lesds. 


Diese Formel kann auch wie folgt geschrieben werden: 


- 
(29 zer 


Bi S ey gr | o—s x h i, 
I (k,2) = ® (( tl D fs ed 3 "ITuınf 


»k— | 
Feet os — )\ 
d($+1)...«K—1)) 
Man erhält zugleich, indem man hierin z=» setzt, die bekannte Beziehung: 


[4 


Ik)=d(ö-+1)... (kk-— 1) [tenas 


Daher findet man wegen (11): 


„6 zo rl zh—1 ! 
Bd-Iosas e ver“ Po. # =. 
Ö d(d+1) I(d+1)...(k—1) \ 
F,(z) = . 13, 
B—1, ds 
n — 1 ne 
Ist n ungerade, so hat man 7 —= „» d= I, zu setzen, und man erhält ver- 
möge der Substitution s = !?: 
2 | 2 4 4 
iE le ds=2 le "dt, [ee (ds=2|e "dt—Yn 
und folglich: 
| n—Iin 2 
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oder auch 


Vz: ; > 
\ 2 358 | 22 V2: I 
F.(2) | dt V V + + + ( (12) 
Vr TI / 1 1:3 1-3 n—?2) 
Ist aber n gerade, so hat man — ° ",Ö=| zu setzen, und man erhält dem 
) 
entsprechend: 
2 
N l t ds 22 l { . N | { (ls — | 
und folglich: 
£ E F 
P.1(2 ee I + — 2. + (12”). 


Die Formeln (12) und (12) lassen sich mittels der Substitutionen / \2»—- y und 
'2z-- y auch wie folgt darstellen: 


/ | 1 
R : ' Is ) 
: : 2 FR ia u 21% ) yN—- ! er 
.ö- Pfr’ -er Pier r, 13), 
| > Jr , at 1-3 1:3..—2)) 
0 
| 
4 { 3 4 ) 
‚ ) \ 14 “ 
‘ - { £ N ne N | 
Fa\5) | | e vr gr 2:4... (n—2) 
Pearson gibt in seiner Tafel XII’, die numerischen Werte von 
1 | | ar 
er 2 av Js ZuS 2 / . ! 
/ 7 / = f ” dıy +- e - V \ ) + gr + be + r oy\ 14 
e_ zT | 1° a 
bei » gerade und von 
2 4 n'—5 
P r — 4 2 \ı + - AR + 4 u ( 14 
! Sue 5 ya 9.4... 


bei n ungerade fü =" =3, 4,5 usw. bis 30 und y’ l, 2, 3 usw. bis 30, sowie „= 40, 
50, 60 und 70 an. 


Da, wie bekannt, 


* 1 a 
e u. dy ——— cr - # “ dy, 
so kann 14) auch wie folgt geschrieben werden: 
u. > | 2 
2 E y/ 2 N u” X . . 
F)=ı— NV fe ? day+te 2? VI + +... + 4 (lb), 
/ . Y 7 ! 1 ü Wr u \ 
und man erhält demnach sowohl für » ungerade wie für n gerade die Beziehung: 
F.(2)=1-— Pı(%°) 


bein=n+ 1, y’= ?2z, oder anders geschrieben: 
Fer Es. 2 5.2.55 258 
2) 
Es sei z. B. n — 20, und es werde nach der Wahrscheinlichkeit gefragt, daß Ih? & 
—1 


den Wert 13 nicht überschreite. Aus V/ 2:13 = ergibt sich: 7° —= 26, und man findet 
in der Pearsonschen Tafel XII für a — 21 und %° = 26: P= 0,165812. Der gesuchte 
Wert, d.h. Fo (13), ist also 0,534 188. 

Sofern man keine übermäßige (renauigkeit anstrebt und sich vielmehr auf etwa 
vier Dezimalstellen im Resultat beschränkt, kann F, (z) auf viel kürzerem Wege ermittelt 





) K. Pearson, Tables for statisticians and biometricians. Cambridge 1914, S. XXXI und 
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werden!),. Man braucht nämlich nur, bei einem gegebenen n die Werte f„(s) für 


s— 1,2,3 usw. zu berechnen, um alsdann an Hand der Näherungsformel 
a Fe E 5 | Rn‘ 
Fr )=- fh) +2) +:::- + ll) - (2) + — ii (a1 „"@+1)} (17 
2 24 


zu den gesuchten Werten von 7F,(z) zu gelangen. Formel (17) leitet sich daraus her, 
daß näherungsweise 


- 
- 














: j ie . pe can i I .3 | + 
Fi z) nd % s)ds og / wu T Fr (1) ü fn(2) u 2 / \< L) y Pr Jı (z) 12 ı/ 2 IE V 
sowie 
a Id Az +Y%/ D— /n (2)j 
fa \ ) = 
\ 2 
wobei noch f (0)=f„ (0) = 0. Für n — 20 erhält man: 
z Fn (2 Fn (2 2 Fn (2 Fn (2) - F (z F'n (2) 
näherungs- näherunges- nüherungs 
genal . genalı i genau z 
weise weise weis: 
| 0.0000 0.0000 fi 0,1695 0.1696 13 0,8342 0,8342 
2 0,0000 0,0000 he) 0,2834 0,2854 14 0,8906 0,8906 
3 0.0011 0.0010 I) 0,41?6 0.4125 15 0.9301 0,9302 
j V,OOSL 0.0081 10 05421 m 7 6  n Bere ee 
r 0,0315 0.0319 11 0.6595 0,6594 RN 
h 0,0839 0,0841 12 0,7576 0,7976 20 0,9950 0.9950 
3. Die mathematische Erwartung, der mittlere Fehler und der wahr 
scheinlichste Wert von Y%?:°. Bisher sind die Wahrscheinlichkeiten dafür, daß 


(1 


Sh?e”, sei es in ein bestimmtes diiferentielles Intervall falle, sei es eine bestimmte 
f 

(‚renze nicht überschreite, betrachtet worden. Es bietet sowohl ein theoretisches wie ein 
praktisches Interesse, diese Betrachtungen in der Richtung auf die mathematische Er- 
wartung oder das theoretische arithmetische Mittel, den mittleren Fehler und den wahr- 


scheinlichsten Wert von I h’e” zu ergänzen. Bezeichnet man allgemein mit 5 (x) die 
1 


I), Der hohe Grad der Genauizkeit der Werte /’n’(z*) bei Pearson steht tbrigens in einem 
gewissen Widerspruch zu der Tatsache, daß bei dem praktischen Gebrauch, den er selbst und seine 
Sehule von diesen Werten machen, die Funktion P’n' (2°) als solehe nur näherungsweise (die dahei in 
Frage kommende Wahrscheinlichkeit ausdrückt. Es handelt sich niimlich da um die Wahrscheinlichkeit. 
d»ß eine bestimmte aus n’ Beobachtunzsfehlern gebildete Größe (die aber nicht identisch ist mit der 
Summe der betreffenden »abgewogenen« Fehlerquadrate) den Wert 7° überschreite. Wäre P,’ (7) ein 
genauer Ausdruck dieser Wahrscheinlichkeit, 80 müßte der mittlere Fehler der in Frare stehenden 
empirischen Größe gcemau gleich V2 -1) sein: und das trifft eben nicht zu. Näheres hierüber in 
meiner Schrift »Die Iterationen«, Berlin 1917, S. 62 bis 66. Vergl. Richard Greiner, Ueber das 


Fehlersystem der Kollektivmaßlehre, in der Zeitschrift f. Math. u. P’hys., Bd. 57. 1909, S 121 bis 15», 
225 bis 260, 337 bis 373. Hier (S. 355 bis 357) findet sich, wie bei mir in den »Iterationen«, eine 
Ableitung des betreffenden mittleren Fehlers. Die — von der meinigen abweichende — Methode der 


Ableitung !st durchaus einwandfrei, und Greiner wäre auch zu eiuem mit dem meinirzen überetn 
stimmenden Ergebnis gekommen, wenn er sich nicht, ganz am Schluß, bei Zusainmenziehung gewisser 
Summanden, verrechnet hätte. Auf S. 356 muß nämlich die letzte Formel (Zeile 3 von unten) nicht 


nn — 1 + x o | - Pi = n 1) x > 1 pi 
2 s- 1) + 3, sondern (4 IE; 
[2 1 N pP: [7 ' nr] 


lauten. Letzterer Ausdruck kann aber auch als 
2 (n 1) (s ] s” 1 ] 


. 


Z [Z 


I: 


_— 


zeschrieben werden, und er steht in dieser Form mit meiner Forınel (42) au! S. 61 der »lIterationen« 
v.lIiständige im Einklang. Dabei ist zu beachten, daß den Greinerschen Bezeichnungen n. 8, pi_der 
Reihe nach meine Bezeichnungen =. m, rt, entsprechen 
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mathematische Erwartung einer beliebigen Größe x, so findet man unter Berücksichtigung 
von (9) und (10): 


v x 2 \ 1 2 — 5 2 n 
(F (En: ) zu fe s)sds = s’e ds = - 
1 v 


= (18), 
r(*): ri) 





} ns. | ui 2) 
. n — a ' ) t I n n n(n + 2) 
GI > h;‘ € “i N == 4) Ss“ ds zu N e ds zum = ( + ı) — name 


und, nebenbei bemerkt, allgemein, d. h. für eine beliebige ganze positive Zahl r: 


Ti FE u n n {in n(n+2)...(ın +2r— 2) 
(2 dd &?) — r | Ab ) | r + 7 1) — = (20) 


Man erhält ferner auf der Grundlage von (18) und (19) den mittleren Fehler von 


ie ne eben 






Ih’, der mit «, bezeichnet werden soll, aus der bekannten Beziehung zwischen den 
| 


Erwartungswerten $& (x), & (2?) und dem mittleren Fehler von «x: 


In{a+9 n? /In 

ll, = V > —/ (21) 
' | 2 a 
n N 
Der wahrscheinlichste Wert Ih,’ &,’, der mit s’ bezeichnet werden möge, entspricht R 
==} hi 
‘® 
der Bedingung \ 
u ' 
‚2 8 ae 2 i 
N = e .) e 
. ıf. 2 A 
f. ($) = maximum, fi, (s') = Ä — 0, 1 
( n 4 
/ H 
“ 3 
woraus n 3 
> == 1 A 
? 4 
j 
ir . , 7 a n } 
hervorgeht (man überzeugt sich leicht davon, daß fi, (s)<0 beis—= in l). In der A 
24 i 
Tatsache, daß s um I hinter der mathematischen Erwartung von 2A’: zurückbleibt, = 
1 a 


Z 


kommt der asymmetrische Charakter des für die Größe 2 h.?&? maßgebenden Fehler- 


=] 
gesetzes zum Ausdruck 


REES SL 


= 


4. Das für 2 n,’2” maßgebende Fehlergesetz und seine Beziehungen zum ; 

i—1 “ 

G außschen Fehlergesetz. Da die mathematische Erwartung von 2 Ah,’ &? laut Formel (15) i 
( : 

ist, so entspricht einem Wert s von Yh? &,? ein zufälliger Fehler von der Größe s— " Ä 


; ) 2 


Man setze s v und bezeichne mit 9,(v)dv die Wahrscheinlichkeit für einen zu- 
+) , 


n 


fälligen Fehler von Fh’s‘, zwischen » und » + dv enthalten zu sein Es 


ist 
) | 


» . n 
y„(v)dv =f.(s)ds, und man braucht nur in (9) s durch ’„ tv zu ersetzen, um zu dem 


analytischen Ausdruck von 9,.(v) zu gelangen. Man findet: 











BE 


ei 


re ai 


EN 


Da Pr ip 


BR ar 


ii 


vn 
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Es kann nun gezeigt werden, daß das durch diese Formel dargestellte Fehler- 


gesetz mit wachsendem » in das Gaußsche Fehlergesetz übergeht, d.h. daß q,.(») dem 


Grenzwert 
1 H?»2? 
Y(W)=— e ’ AT u VeRer (23 
\n 
zustrebt, wobei H — Bestimmt man, nebenbei bemerkt, hieraus den mittleren Fehler 
Vn 
von Ih?&‘, so erbält man in Uebereinstimmuug mit (21): 
i—1 
r 
2 H a ) n 
ze 2 dv = V . (24). 
Nr | HV2 2 


Der in Frage stehende Uebergang vollzieht sich mittels der Formel 


2 | i 1 | 1) 


I’ n)=n ur 2n K0Unn HI) mRr2 V2n 
Diese Formel ergibt: 
n | N | 1 
r(,)=(,) 2 0 26% Bnn+Y)(m+N'" Yan 
2 2 
oder auch: 
t n | l 
| - 
I > ) — (-)° Vnze ? 6nr Brna+2M2)(n +4 
so daß man zunächst aus (22) 
n l | 
Yyp\ 1 Fr; ER 
In (v) — i de 1 2 p bn 4dn(n +2) (n +4) | (22') 
Vn [ N 
erhält. Man setze sodann = w und beachte im folgenden, daß mit Rücksicht auf (21) 
n 


0. 5 er 
w von der Größenordnung ist. Es ist nunmehr: 


n 1 | 
1 u nu t 
g„wvw= (1 +2w)3 e 6n dn(n+2)(n+4 
Vn TI 
oder auch: 
\ n l 
log nat q„ (v) = log nat Vnn he 1) log nat 1i+-2%) n w 
2 hn 
l A 
+ sr 


H5n.n + 2) (n + 4) 


Hieraus gewinnt man schließlich für log nat g,„(v) folgenden Ausdruck: 


- 4 . 
log nat g„ (v) = — (log nat Vnr-+nw?) + - n ww? 2 w) 
; . | (16 a Mr 
(2n ur — 2w’—+ | n w” 0) a (25’) 
6n 5 3 


Demgegenüber erhält man aus (23): 
log nat y. (v) = (lognatYna + nu? . . | ...(23'). 


h ’ 
Sofern man die Glieder von der Ordnung .—- 


V n du n V N 


stimmen also die natürlichen Logarithmen von g„(®) und vun 7,(v) miteinander überein. 


usw. hierbei vernachlässigt, 


n 
Damit ist erwiesen, daß das für 2 A? &? maßgebende Fehlergesetz mit wachsendem „ in 
1 | 
der Tat allmählich in das Gaußsche Fehlergesetz übergeht, und zwar in dem Sinne, 
daß wenn man den Wert wVn oder, was dasselbe ist, (nieht aber 0!) festhält, der 


n 


I, Siehe ©. Schlömilch, Compendium der höheren Analysis, Braunschweig 1866, Bd. 2 
S. 259. Vergl. W. Läska Sammlung von Formeln der reinen und angewandten Mathematik, Braun- 
schweig 1888, S. 269. 
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(Juotient Y,(”): y.(ve) mit wachsendem n der Einheit zustrebt. Das tritt am deutlichsten 


‘ 


zutage, wenn man 9,(v) als Funktion nicht mehr von ”» und w, sondern von n und 
wVn darstellt. Man setze wVn = r. Dann findet man aus (25’) und (23): 


) +) 


n \Ü) 
Ks erübrigt, zu bestimmen, für welche Werte bezw. Wertbereiche von » die 
Gleichung 9,(v) = y.(v) bezw. die Unpgleichungen 9,(w)>y.(vr) und q,(v) <y,(") 
platzereifen. Hierzu bilde man die halbe Differenz 


log nat q,. (v) — log nat Y„ (") FR. \ 
g 7 8 ED re a A 
9 ' 
Aus (25) und (23) folgt: 
n i 1 1 
-w=nw’—+ | - 1) log nat il + ?2w) — nw — 
> 6 ID n(n+ 2) (n +4 
woraus sich durch drei sukzessive Differentiationen 
1? n (w) I —3 .” 
- pe gr ’ ° . . . ah 
dw” I +2 w)’ 
. r So } 20 I n 3 
ergibt. Nun hat man aber: 1+2.70, wel l1+20—=1-+ = (- + v) = —ı. 
- n n 2 n 


Die dritte Ableitung von n (tw) wechselt demnach ihr Vorzeichen nicht. Daher kann 7 (ır) 
höchstens drei Nullstellen haben; dementsprechend kann es höchstens drei voneinander 
verschiedene Werte von » geben, für welche y,(v) = 7,.(v). Die Wurzeln dieser Glei- 
ehung seien, ohne daß hiermit der Entscheidung der Frage, ob sie tatsächlich sämtlich 
voneinander verschieden sind, vorgegriifen wird, mit ”,, ®, ©; bezeichnet, wobei 
vi = 293 = vs. Man setze ferner: 

a h c A B (8 


w — .—. + ıWw)= N +... (28) 
er rar 
J N Z n n | n 
und für m = |, ?, 3: 
!'m N 
(Zi a + ?t = 5 
n ’ 2 / 
DER 
(im F m C ın \ A 177) B, ( m ö 
| “ ny n VYn ” n V n 


Auf der Grundlage von (25), (23’) und (26) findet man: 


’) 


2 | } ER. (8 I | 
N (we) = | - nw’— wi - (r wr — 0" — 7 + | -nuw’— me?) — 30. 
. Z 7 «) ) 


.) +) 


/ 


Setzt man alsdann in (30) für «= seinen durch (28) gegebenen Ausdruck ein, so 
nimmt (2) eine der dortigen Formel entsprechende Gestalt an, wobei, wie man sofort 
einsieht, A nur von a, B nur von a und 5b, CE nur von a, b und ce abhängt usw. Man 


erhält . I Aa” 2 . \ 1 
A— a B= —a'’+ ua’ + 2a’ — 1)b— A 
da! 20} IE GE ; ;’ 
C=2al -_ -2a’b+ b+b:) + 20° —ı)e \ 
h) 3 


Es ist nun 7, (ww) = 0; daher findet man «„, ®,, Cm... nacheinander aus A. — 0, 


l 


Du =0, C(um0,.. Die Gleichung 4, = 9 liefert laut (31) die drei Werte: 


da=— V-. 4 = UV, dla - Y- (92) 
Man hat ferner für m = I, 2, 3 
Ban = — An! + au? + (?2am? — 1) bu — -- = 0 
zu setzen, und findet hieraus, mit Rücksicht auf (32): j 
b. = y = — -. b; — = irn Be 
Setzt man gleicherweise laut (31) für m = !, 2,9 
. u I: ( an _ e er -— 3 re ee, De eo, 
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so ergeben sich bieraus, mit Rücksicht auf (32) und 35), die Werte: 


101 1/3 101 3 
Cı m . | 4 G, u (, 03 = | . ° . r (34 . 
(20 2 720 y. 


Die in (32), (33) und (34) angegebenen Lösungen gestatten die Unbekannten ww‘, 
.. ” . » y y .. 1 
ca und 3 näherungsweise, und zwar mit einem Fehler von der Größenordnung _,, zu 
n” 
bestimmen: auf (29) zurückgreifend, erhält man: 


2 


y 3 5 101 1/3 | /3 5 101 1/3 | 
re / - — J ba = u , U’ l + — j 35 
y y Zn 2 23 7 ın 


nm I?! n 720 n 


und dementsprechend wegen (29 


/> n 5 101. 1/3 | [3 n 5 101. 1/3 u 
U, zu — ] N N r vo e- i br — | N | (sb), 
2 e. 720 In 12 2 12 720 In 


r + 


n J on .) 101 V 3 n l n yon ) 101 ) PRO 
sy = — } 1 So 3, = l | nu“ 
’ 2 ’ 
) ) In ) In 


2 2 12 720 2 12 2 2 12 720 2 
Es ergeben sich nach dem Vorstehenden vier Wertbereiche von v» bezw. von s, 


in deren Grenzen die Differenz g,(")—y„(v) ihr Vorzeichen nicht ändert. Man hat aber: 
| | 
dan Bunt) th)" 
Y Mt u . b} In N / ’ 
V T V T 


somit 9,10) — 7. (0) <0. Der Wert 0 von v bezw. _ von s fällt in den Bereich der 


Werte v, bis »; von v bezw. s, bis s; von s; daher ist die Differenz g,v) — y„\v) in 


7 


diesem Bereich und folglich auch im Bereich der Werte — - bis v, von » bezw. 0 bis sı 
) 


von s negativ, hingegen im Bereich der Werte », bis ®»» von v® bezw. sı bis s»» von s 
und im Bereich der Werte v»; bis ®& von v bezw. s; bis # von s positiv. 


5. Bemerkungen zu den graphischen Darstellungen. Ia Abb. ı sind für 


n = 20 und in Abb. 2 für n = 100 die beiden Funktionen 9,(v) und y„(v) dargestellt, 
und zwar g„(v) als ausgezogene, ;7„(v) als gestrichelte Kurve. Auf der Abszissenachse 
sind die Werte von s angegeben, die mit den zugehörigen Werten von » nach Maßgabe 
n . 

der Formel v = s — ö zusammenbängen. 

Bei » = 20 erhält man den Formeln (37) zufolge: 

Ss =4,98, S = 9,92, Ss; = 15,86. 

Gleiche oder nur wenig davon abweichende Werte erhält man durch lineare Inter- 

polation auf der Grundlage der gegebenen Reihen der Werte g,„(r) und y„ir). Die 


interpolierten Werte seien mit sı', 52’, s3’ bezeichnet. Man hat: 








x V m S =g9 Ü Yn 2 
4 —B 0.013223 0.002085 
r BR | 0.03627 0,03614 
Es sei nun s'’ =4 4. Aus der Gleichung 
6) HI) N)e yal—6) HAI l—5 1 (—6)} 
findet man: 1 Yan (6) — nl 6 
t Yn ( 6) In 6 + v2 5) Yn\- #) 4 : 
somit 0,00762 762 
Eu  — —= () 985 
0,00762 + 0,000 3 175 


und sı = 4,98. Dieselbe Methode liefert die Werte sy’ — 9,92, sa’ — 15,50. Man über 
zeugt sich davon, daß s; genauer als s, ist, aus folgender Zusammenstellung: 





> \ 
8 ® In \8 = In v In \v) 10 ı [nn \v) Ynkı)y 





15.86 Ash 0.,02265 0.002266 l 
15,59 5,89 0,02236 0,02226 10 
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100 erhält man nach den Formeln (37) 


38,19, 


und nach obiger Interpolationsmethode: 


Nachstehende Tabelle zeigt, daß die Werte sı, s» und s; bis auf die zweite Dezi- 
male inklusive exakt» Lösungen darstellen (was übrigens auch im Fall n = 20 zutrifft) 
und daß die 


In Abb. 3 und 
für n = 20 bezw n = 
zogenen Kurven den 
tion F„(z), d.h. 


7 
Li 


7 


— 38,16, 


52 = 4 I ‚I 2, $3 
sy = 49,92, 53 


== 62,65 


’ 


— 62,68. 











Werte sı und s; ungenau sind 
B v® h)= In (v) Yn (v 10° In (v) - Yn(w) | 
38,16 — 11,54 0,013586> 0,013856 —18 
38,17 11,83 0.013908 0,013919 —11 
38,18 -11.82 0,013948 0.013953 h) 
8,19 11,81 0,013987 0,013985 2 
38,20 11,80 0,014027 0,014019 S 
19,91 0,09 0,056422 0056414 N 
19,92 0,08 0.056412 0.056415 - 3 
9,95 0.07 0 056403 0,056416 13 
62,64 1264 0,011414 0.011417 — 3 
62,65 12,65 0,011389 0,011388 | 
62,66 12.66 0,011364 0,011359 > 
62,67 12,67 0.011339 0,011531 8 
62,68 12,68 0,011315 0,011302 13 


versinnbildlichen 


100 die 
Verlauf der 
der Wahrscheinlichkeit, 


ausge- 
Funk 


daß I A,” #,? kleiner als z ist, und die ge 


strichelien Kurven den Verlauf der Funk- 


tion @„(z), 


welche 


dieselbe 


Wahrschein- 


lichkeit ausdrücken würde, wenn hier das 
Gaußsche Fehlergesetz mit der Präzision 


1 
H Anwendung 
/ 


N 





fände, 


wobei 


die 
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n 


003 


002 











Band 








0005935 


Werte = auf der Abszissenachse aufgetragen sind. 


y„w\dv oder nach (23): G„(z) = f, 


oa 9% 50 55 50 
Abb. 2 
Es ist also: 


H ER 
e-Frdv 
7T 

Es 


65 70 


(38) 
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Setzt man hierin Hv=!t und H= y ‚so erhält man: 


n 
In 2 Vn 
Un 2 Van 2 
we; Ä ) Ss r 
Kr 23) = e” l dt — } J e ’d [, 
In. 2 Vn. 


— x 


welch letztere Formel sich mit Hilfe der Bezeichnung 


E 
> 


u iE "dt— l(x). und weil darnach % D)=—- Po), 


In 


auch so darstellen läßt: 


n f 


Gn(z2) = a er 38) 


n 


Bei z = ist @,(z) = „. Das bedeutet, daß die Wahrscheinlichkeit eines nega 


tiven Fehlers hier gleich ist, d h. ebenso groß wie die Wahrscheinlichkeit eines 


. 


positiven Fehlers, was durch den symmetrischen Charakter des Gaußschen Fehler 
gesetzes bedingt wird. So nehmen denn auch die Ordinaten @,„(:) auf Abb. 3 bei z— 10 
und auf Abb. 4 bei == 50 den Wert 0,5 an. Demgegenüber zeigen die Ordinaten 
F„(z) auf Abb. 3 bei z = 10 und auf Abb. 4 bei z — 50 höhere Werte als 0,5 an, und 


n 


darin kommt eben der asymmetrische Charakter des für 2A,’ &’ tatsächlich maßgebenden 
i l 


Fehlergesetzes zum Ausdruck. 


Bezeichnet man die hiernach bestehende Wahrscheinlichkeit eines negativen Fehlers 
n 
von Z he” mit p. und die eines positiven Fehlers mit q,, so ist 


i—=] 
Pn = Fi (3); M=1-H(,) 


oder, der Formel (16) zufolge: 
»=1—P, ı \NR), = Pr ’ nl, 


-_ 


Aus nachstehender Zahlentafel ersieht man, daß die Differenz p,. — q. mit wachsen- 
dem n immer kleiner wird, aber auch, daß sie noch bei ziemlich großen Werten von n 


nieht unbeträchtlich ist. 








n f | J 2 | | 5 10 15 20 25 100 
| 
| 
Pr 0,6826 0,6321 | 0,6084 0,5940 0,5841 | 0,55%5  0,54°6 0,5421 0,5376 | 0,5188 
4m 0,3174 0,3679 | 0,3916 0,4060 0,4159 | 0,4405 0,4514 0,4574 0,4624 | 0,4812 








| 
Pn — 4n | 0,3652 0,2642 0,2168 | 0,1880 0,1682 | 0,1190 0,0972 | 0,0842 | 0,0752 | 0,0376 





Für die Wahrscheinlichkeiten p, und q. lassen sich leicht gute Annäherungen 
finden. Wegen (26) hat man: 
Y"@w)=y(w)erıwW) —=y,(w)|ı +2y(w) +2 47 (w)}’+ .. .]. 


Hieraus erhält man, wenn man Formel (30) heranzieht und :v durch ” ersetzt: 


n? 3n3 gm! 6n 


2v 4v° 
== .) 


RER \j 5 ( r er 14vt 86 1 0 


Es ist nun: 


n yn 


(In = | Y„v)dov, 





- 
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F 


und es ergibt sich daher mit Benutzung der neuen Bezeichnung |}, v)udv=0,: 


| 2m) 5] 2 03 2 09 7 O, } O6 
In = 2 u: +15 9n3 Tan = 


N“ 


l.s bestehen aber die bekannten Beziehungen: 


5 | _ | | 1 1 iD 
Oo = .„ I = Zn O9 = nz O3 i Ög = I6 =—— 
f . P 2 r4 I , : ’ 
ll | 7 2H rn’) 7 4 H ss Hs 
1 
oder da V/ = 
Vn 
/n n N V zZ 3n° 15 n® 
fa GO: da = 0 O6 = , 
| . 5 2 > ‘ 3 Vr , 4 4 ) Q ’ 


und setzt man diese Werte von-0,, 9, 0... in den obigen Ausdruck für g,. ein, so 


0, ıy 


erhält man unter Vernachlässigung der Glieder von der Größenordnung ‚, — USW. 
n” 


'Z ft 


(also unter Mitberücksichtigung der Glieder von der Größenordnung ‚ die sich hier 
n 


gegeneinander aufheben!): 
) t | 
„BE —- ——, wm such Aue _ + 
- 3 VYnı > 3 Yun 
Die Unterschiede zwischen den Werten von p,. und g,., die diese Näherungs- 
formeln liefern, und ihren genauen Werten sind schon bei mäßigen Werten von n 


minimal. So erhält man z.B. bei n =, 15, 25 für p, die genauen Werte 0,55412, 
N i eu . 
0,54858, 0,53763 und auf Grund der Formel  —+ die Näherungswerte 0,58410, 
- 3 | n IT 


0,54856, 0.535761. 
6. Der durchschnittliche Fehler von 


Ih”e”. Es sei Ö, die mathematische Erwartung 





N 


von Ss oder der (theoretische) durch- 


7 


schnittliche Fehler von 2 A,?e°, Man hat zunächst: 
1 





PER 
09 

08: 
gr! 
06 
05‘ 


03 
02 
01 





00 - a EEE | J u | | ö ED VEREINE m. 
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Abb. ) Abh 4 
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Es ist aber 
x 8 e 
| Y„e)vdv— 0, daher 9. (v)vdv (4 „(w)edv, 
a n 
> - 
so daß (5%) auch in der Form 
2 
5) =-—2| ne we ‚\ De 39 
er. r In (v)ı dı jr (s. = s)ds ’ . ’ ( v) 
dargestellt werden kann. 
Auf der Grundlage der Formel (9) findet man alsdann: 
n - I 7 Y 
d | , d \ nr r | 2 e ) , n 
Tv» N = — — = ‚A (s) | N 
ds ds n \ j H 2 
Folglich erhält man aus (30): 
n n 
—— | -_ 
[2 ) 2 
N | \“ e 
, n 2 „ 
On Im ( )  — . . (39 } 
‘) j 


Für den praktischen Gebrauch muß dieses Ergebnis in folgender Weise um- 
geformt werden. Bei n ungerade hat man 


" n 


) 9 /n I\: 
un ad, 3 
v 4 1 nf We n—1 Ya S } en | > ): 
’(.)= Yu m ‚ somit 40,= Ä (40') 
2 Z | in — |] .” | V t (n—1 
, ? | 2 )' 
und bei n gerade: 
7 n 
r( = ) = | )!; somit %,: (40”), 
2 2 n \2 ( n\, 
2 ) 
Zur Bestimmung von %, für n= 2, 3 usw. bis 28 kann man sich auch der 


Pearsonschen Tafel XII bedienen. Aus (39) findet man nämlich, mit Rücksicht auf 
(9) und (11): 


V—=n F\, (- — Fu+3 (7 )‘ oder wegen (16):V),—n!P,+3 (n) — Pı+ı (n)! (41). 


Der Ausdruck für %,, wie ihn Formel (39) liefert, verwandelt sich mit Hilfe der 
Formel (22), in Anbetracht dessen, daß f, ( )= f„.(0), in 


1 
2 
1 i 1 
on un nen +2) (n-+4) 
0, nn V p ( ) } 
I 


Ilieraus ergeben sich die Näherungsformeln 


9, ar 6n —1 n 9 —_ bn V n re \ n (43), 
4] 


. I . n 
bn zT 


wu 


7T 6, 


Der letzte Ausdruck für %, entspricht der Annahme, daß für I A,” ©” das Gaußsche 
(1 


Fehlergesetz maßgebend ist. Unter dieser Annahme findet man in der Tat: 


m IR Wedv=— ' [eHe#tvdo- -Y: 
Vr. H Vr T 
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Nachstehende Zahlentafel enthält für einige Werte von n die Werte von %,, be- 
rechnet 1. nach einer der beiden Formeln (40) oder (40") oder auch nach Formel (41); 
2., 3., 4. nach (42). Bemerkenswert ist es, wie sich namentlich die zweite Formel in 
(4?) selbst bei den kleinsten Werten von n bewährt. 








(enauer Wert 6 —1 / n bn In n 
n AN ] V 

‘on vn 6" 0 6n+1F zn 7 
0.4839 0.4702 0.4836 0,5642 
0,7358 0,7314 0.7365 0,7979 
0,9251 0,9229 0.9258 0,9772 
{ 1.0897 1,0814 1,0832 1,1284 
) 1.2204 1,2195 1,2208 1.2615 
10 1,7547 1,7544 1.7541 1.7841 
15 2,1610 >.1608 2,1610 2,1850 
20 2,5022 2.5021 2.5022 2.5231 
»5 8022 8021 2.8022 2,8209 
100 5,6325 5,6325 5,6325 5,6419 





Der durchschnittliche Fehler ®%, läßt sich als (gewogenes) arithmetisches Mittel 
des entsprecherden positiv genommenen negativen und des entsprechenden positiven 
durchschnittlichen Fehlers darstellen. Bezeichnet man ersteren mit %, und letzteren mit 


3, so hat man: 

















ls v) vdı 2 
. En \| H 
i | pr or av 
2 ' Pn I Fr in y A ' „ 
V — - = U, — — 17,9. + m%, 43) 
Ä - ® ar } ] | 
9 ! dt / V) Iv 
Es ist aber — pP, U, + m Vn =0, so daß aus (43) 
7 In Fr In E 
Ba Pt | 53 (44) 
2p 2q 
folgt. Die Rechnung ergibt: 
1 2 3 4 5 10 15 20 25 100 
$,' 0,354 0582 0,760 0,911 1,045 1,568 1,970 2,308 2,606 | *.,428 
Ye 0,762 1,000 1,181 1.333 1,467 1.992 2,394 2,732 ».030 5,852 
Ya I 0,408 0,418 0,421 0.422 0,422 0,424 0,424 0,424 0,424 0,424 
Das Ergebnis 9,"— 4, — 0,424 bei n = 10, 15 usw. steht mit den vorhin ab- 
geleiteten Näherungsformeln für p. und qg. sowie für % im Einklang. Man findet 
2.5 r Pr = gun! U 1 1 1 
nämlich aus (414): % A und braucht nur = — + ‚, m 
2 Pr In . TE, 2 
2 l \ ’ ’ n 
‚„ daher y Qu = ‚ Pr Gn (1 ; sowie U, — V zu setzen, 
Inn 3 V. nl 1 nn 7T 


« 


um zunächst 9, '— und als Endresultat (da die Beibehaltung des ein- 


t 
‚rlı- 
Inn 
4 


seklamimerten Faktors im Nenner offenbar sinnlos wäre): 4, —4, —= 7 0,424413 
3 77 


zu bekommen. 
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v. Bortkiewicz, Das Helmertsche Verteilungsgesetz 


7. Folgerungen in bezug auf den Divergenzkoeffizienten. lie Maßgröße, 
welche in der mathematischen Statistik als Divergenzkoeffizient bezeichnet zu werden 
pflegt, wird in dem Fall, wo die in Frage kommenden n Beobachtungen von ungleicher 
Genauigkeit sind, durch 


n 
1 x“ &;° 
a 
n m," 
em) 


dargestellt, wobei &, wie im Vorangehenden, die Beobachtungsfehler und m, die zu 
gehörigen mittleren Fehler sind. Folgen nun die Febler & dem Gaußschen Fehlergesetz 
und werden die zugehörigen Präzisionen mit A, bezeichnet, so bestehen die Beziehungen 


RR 
nV2 


werden möge, die Formel: 


m; Demgemäß erhält man für den Divergenzkoeifizienten, der mit Q, bezeichnet 


) , 
(An zum / ne B hr‘ E;‘ 
n 1 


Die Wahrscheinlichkeit, daß Q@. zwischen « und @-+de« enthalten ist, sei mit 


Ww n a® ds 


ö 248 
0„(a@)d« bezeichnet. Es ist ea = | oder auch s = Bea daher — =n«, und man 
n 2 da 
hat: „la da — fu (s) m * («) = nufn(s). 


Greift man nunmehr auf (9) zurück, so ergibt sich: 


o9,(d) — ar —lig (45). 


Hiermit ist das für 9, maßgebende Verteilungsgesetz gewonnen. Dementsprechend 
erhält man die mathematische Erwartung oder das (theoretische) arithmetische Mittel von 
Q. in der Form: 


(5 ( On) | A ; d«. 
n 
(2) 
Es ist aber: 7 . - r.- 
| Mo « du= f - Rz ‘d 4 
n n 
daher: '2 n+ | 

V 2 n—1 | 
- nn > 2 /2 
($ (Q.) m. g.:4 e 'ds \ \ (46). 


n n n 
4 ( D) ) | ! J 
Die numerische Auswertung von 8 (@,) geschieht am besten in foigender Weise. 
Auf der Grundlage von (46) hat man auch: 


ri) 
re ) 


und diese Formel im Zusammenhang mit Formel (46) ergibt die Rekursionsformel 


($ (A 1) 


(5 (Q. 4 1) u | < 


(F (In) n 4 1 
Setzt man in (46) n — 1, so findet man: $/Q,) = V: ‚ und von hier aus führt 


die Rekursionsiormel zu den Werten: 


. \ 2 - b a 
(5 (Q ) 2] 4 YQ)= V USW 
3 nt } 2 


sw)" 





F 


=.# 4: 


a an 172 
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Zieht man aber die Formeln 


/n+ 1 n + 1 | Pe 7 en Fa : . er P.= 
/ ( \=( V(n t l)rz e . b(nri JI (-)=(7)? Vn 7a e 4 bn 
> ) > 


heran, so verwandelt sich Formel (46) in 


[7 


Hieraus folgt 


n n | 1 1 ) 1 
log nat 6 (Q,) = - ( er an 
2 n 2n In > b n” 
und man erhält unter Vernachlässigung der Glieder von der Größenordnung Fir 
n n 


usw. die Näherungsformel: 


(x i 
lognatS (Q,) = — bezw. E(Q,)—e # 
N 
oder die bequemere Näherungsformel 
.. 1 1 Be 
(5 (An) = | w - (47). 
in 32 n“ N 


Daß letztere Formel auch bei kleinen Werten von » gute Annäherungen liefert, 
ist aus folgender Zusammenstellung zu ersehen, wo unter (46) die genauen, d. h. nach 
Formel (46) berechneten und unter (47) die approximativen, d.h. nach Formel (47) 
berechneten Werte von &(Q,) aufeeführt sind. 











n | ) ! ) 6 7 e g 10 
(46) "7979 "8862 "9213 "9400 "9515 "9594 "9650 "9693 9727 "9754 
47 "7812 "3828 9201 9395 "9512 "9592 "9649 "9692 "9726 "9753 


Der wahrscheinlichste Wert von (., der mit «@' bezeichnet werden möge, bestimmt 


sich aus dem Ansatz ®,(«@) = 0. Formel (45) ergibt: ® — | Ii—-, Der wahrschein- 
n 
lichste Wert der Größe Q, ist hiernach kleiner als deren (theoretisches) arithmetisches 
n 
rs — . Y 92 le n . “ 
Mittel, d.h. als & (Q.). Da Q. I, je nachdem I ii?&”’ _ —, so sind durch die vorher 
| Dr 


betrachteten Wahrscheinlichkeiten p, und . zugleich die Wahrscheinlichkeiten gegeben, 
daß Q, < 1 bezw. Q. >1. 

Beim Öperieren mit dem Divergenzkoeifizienten liegen die Dinge in der Praxis 
meist so, daß zunächst die wahren Fehler (&) unbekannt und daher dureh die ent- 
sprechenden scheinbaren Fehler erse'zt werden müssen, daß sodann auch die genauen 
Werte der Präzisionen (A;) fehlen und daß schließlich, sofern den Gegenstand der Be- 
obachtung statistische Häufigkeitszahlen bilden, die in Frage kommenden Fehler nur 
näherungsweise dem Gaußschen Fehlergesetz folgen. Diese drei Umstände bringen 
Komplikationen mit sich, auf die im Rahmen dieses Aufsatzes nicht weiter eingegangen 
werden kann !). 


8. Anhang. Geometrische Deutung der Funktion V, (r,’). Die zwecks Ab- 
N. .. f a. , 9 I 
leitung der grundlegenden Formel (9) eingeführte Hilfsgröße V, (r„?) stellt ; des »Raum 


inhalts« einer »»-dimensionalen Kugel« dar, d.h. eines Gebildes, dessen Oberfläche - 


ein »rechtwinkliges« Koordinatensvstem /ı, fa...f,, dessen Anfang im Zentrum der 
Kugel liegt, vorausgesetzt durch die Gleichung Ah’ -+b’+...+4°?= r.? bestimmt 


I, In weleher Welse dem Umstand. daß an Stelle der wahren die scheinbaren Fehler treten, 


Rechnung zu tragen ist, hat (für den Fall von Beobachtungen gleicher Genauicrkeit) Helmert in seiner 
Abhandlung Die Genauickeit der Formel von Peters zur Berechnung des wahrscheinlichen Beob 
achtungsfehlers direkter Beobachtungen zleicher Genauigkeit«e (Astronomische Nachrichten, Bd. 88, 1876, 
Nr. 2096) gezeigt Ür beweist hier, daß die Wahrscheinlichkeit für die Quadratsumme von n schein 
baren Fehlern, in ein bestimmtes differentielles Intervall zu fallen, gerade so groß ist, wie die Wahr- 
scheinlichkelt für die Quadratsumme von n i wahren Fehlern in dasselbe differentielle Intervall zu 
fallen. Vergl. Czuber, a. a. 0, S. 160-162, und Pizzetti, a. a. O., S. 267. 
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s 0 1 A R r j 
ist. Der Koeffizient „„ gibt an, welchen Anteil an der Gesamtzahl aller Koordinaten- 


Kombinationen die Kombinationen mit lauter positiven Koordinaten haben. Eine »zwei- 
dimensionale Kugel« ist ein Kreis und eine »eindimensionale Kugel« ist der Durchmesser 
eines Kreises. 

Bezeichnet man mit W,(r„.’) den ganzen Rauminhalt des betreffenden (sebildes, 
so besteht die Beziehung: 


W,(r?) = 2" V.(m?) bezw. bei r, konst. —=r: W,(r?) = 2" V,.(r?), 
und man erhält auf Grund der Formeln (3”) und (8S 


TT 
W, (r?) T 
n + ı 
sad 
Es ist 
‚(3 Vr ’ 5 3 Yn 73 15 Yn i 
T-)=—, To)=ı, (2) = u Em, "(,)= T(4)=6 
usw. Daheı 
na + n R 4 2 3.44 ce? ri 8 n?r? 
w; (7?) == 27T, Ws r)ı—n Pr, u 3er) nr", W; r’) m 2 t W- (r?) USW 
3 5 
Die hierbei in Frage kommende Rekursionsiormel ist: 
2 nr? 
W, 1.9 r*)  ,— W. (r?) 
: n + 2 [173] 


Die Dreieckrechentafeln 
und die hydraulische Energieumwandlungskurve. 
Von OTTO LACMANN in Kristiania. 


eometrische Grundlage. Ziehen wir durch einen beliebigen, zunächst im Innern 

eines gleichseitigen Dreiecks gelegenen Punkt P Parallele zu den drei Dreieck- 

seiten, so entstehen drei neue, in der Abb. I schraffierte, gleichseitige Dreiecke, 
und wir können unmittelbar aus 
der Abbildung ersehen, daß die 
Summe der Seiten dieser Dreiecke 
gleich der Seite des Ausgangsdrei- 
ecks ist, woraus folgt, daß auch 
die Summe der drei in der Ab- 
bildung gestrichelt gezeichneten 
Höhen gleich ist der Höhe des ur 
sprünglichen Dreiecks. Genau das HN] I, 
selbe läßt sich auf dieselbe Weise HER, 
für Punkte P beweisen, die außer- 
halb des Ausgangsdreiecks liegen, 
sofern wir nur den Loten das posi- 
tive bezw. negative Vorzeichen 
geben, je nachdem der Punkt P 
bezüglich der für das betreffende 
Lot in Betracht kommenden Drei- 
ecksseite auf derselben bezw. ent 
gegengesetzten Seite wie das Drei- 
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eck selbst liest. Der so gewonnene £ N 
Satz lautet daher in seiner allge- 
meinen Fassung: \bb. | 
) Die nachstehenden Ausführungen stützen sich auf den Abschnitt IV A 5 (Rechentafeln mit 


Dreieckbezugsystem) meiner Doktordissertation über Nomographie. Stuttgart 1921 
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Fällen wir von einem beliebigen, in der Ebene eines gleichseitigen 
Dreiecks gelegenen Punkte auf die Dreieckseiten die Lote, so ist bei Be 
rücksichtigung der Vorzeichen die Summe der Längen dieser Lote gleich 
der Höhe des Dreiecks). 


2. Dreieckrechentafeln mit regelmäßigem Netz. Ein einfaches Beispiel möge 
dartun, wie man mit Hilfe dieses Satzes ein anschauliches Bild der prozentuellen Zu- 
sammensetzung verschiedener (remische derselben drei Substanzen A, 5 und € erhalten 


kann. Besteht dieses Gemisch aus: 
0 ) 


u °/o Substanz A v ’/„ Substanz B  °’, Substanz C, 

so ist: uo eo + wo = 100° 

Zeichnen wir nun ein gleichseitiges Dreieck, dessen Höhe gleich 100 passend groß 
gewählten Längeneinheiten ist, so entspricht jedem Punkt des Dreiecksinnern ein mög- 
liches Gemisch, das durch die in derselben Einheit gemessenen Abstände des Punktes 
von den Dreieekseiten definiert ist. Um diese Abstände nicht mit einem Maßstabe aus- 
messen zu müssen, empfiehlt es sich, die von der Firma Carl Schleicher und Schüll 
in Düren in den Handel gebrachten gedruckten Dreiecksnetze zu benutzen, an deren 
Rand die den einzelnen Geraden zukommenden Abstände ıv, v» und ww von den Seiten des 
Ausgangsdreiecks angeschrieben werden. In Abb. 2 ist als Beispiel nur der dem Gemisch 
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20°/, A-Substanz, 30°, B-Substanz und 50°/, C-Substanz entsprechende Punkt in ein 
solches Netz eingetragen. (s. auch Prof. Dr. Grosse, Graphische Papiere und ihre viel- 
seitige Verwendung, Düren 1917.) 

Ausgehend von diesen, zumal von ÜUhemikern verwendeten Dreiecksnetzen sollen 
hier an Hand verschiedener Beispiele allgemeinere Rechentafeln hergeleitet werden, die 
auch für weitere Kreise von Interesse sein dürften. 


Ich verdanke obigen Beweis, der sich vor anderen durch seine große Anschanulichkeit aus- 
zeichnet, einer freundlichen Mitteilung des Herrn Prof. Dr. von Hammer 
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Bei einer stationären Strömung vollkommener Flüssigkeit besteht zwischen der 
Höhenlage z über einer beliebigen wagerechten Ausgangsebene, dem Drucke p und der 
Geschwindigkeit vo von Flüssigkeitsteilchen die als Bernoullische Gleichung bekannte 
Beziehung: 

p u” v 

Fo +.=G 
worin die hydraulische Höhe (€ bei Potentialbewegung eine im ganzen Strömungsbereich, 
sonst eine nur längs einer bestimmten Stromlinie gleichbleibende Größe ist. Die drei 
(lieder der linken Seite stellen sämtlich Längenwerte dar und werden auch Höhe //, 
Druckhöhe D und Geschwindigkeitshöhe @ genannt. Mit diesen Bezeichnungen lautet 

obige Gleichung: 
H+D+G=6(. 
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| £ 3 
d- } 
\s oO 
h * 2 A ar vr AN 
R TTETN Ad © 
JO PR BOT Arne an. AA 
g Ya ANA\Y x h ne‘ 
\ L { / > Ye A ara Br ar rs Y AN R 
\ Ar BO p Bam am'ai a 2 a 
\ 2 / ! a J Ä / Y / 
\ \ \ Kran Op emm’ain ap any hate N 
Q ) N HUF 
Y\% 
38 P- \ h \ = m  n . 
200 A N sl )k 
‚ X e 
” a: WE 
IE ”—+ \ Pi) km a an nn ET ED AD Ana EAN 
d i N 
BOX 29 RN 
FAN, LO Kahl EN 
9 k X E B y \ N az 
(4 x JU 1 —_—— 4 # AR 
f R ex f: k v ’ x IN \ 
7 x a 
FU X N e h u, J where Sn‘ 
N ra y 
/ : 4 _. ag WW, ? KUYUCHTN 7 ‚wa TAX a FR 
he : um: "u er Cm Ya Sm zu Gr“ = a > Eu u ung N A re nn KL Tucrere u 
h>= 3 =... 8 N, m 5,78 I, u 5 eo s. 23 a. .- a. DE EB LOL. FB ELITE, 5 
- Daer nkoi$<BPRr2 = inmm . 
beschwindigkeitshöhe 0= 3, 1 M beschwindigkeiten v incm/R 
A } ) | ’ ) 


In Abb. 3a wurde die Rechentafel für diese Beziehung entworfen, dabei wurde 
C = 520 mm angenommen und die der Zahleneinheit entsprechende Längeneinheit in der 
Zeiehnung zu 0,5 mm gewählt. In jedem Punkt der Tafel kann man somit eine bei einer 
hydraulischen Höhe von 520 mm mögliche Verteilung der kinetischen, potentiellen und 
Druckenergie ablesen. 


3. Hydraulische Energieumwandlungskurve. Wir wollen nun annehmen, daß 
in dem in Abb. 3b dargestellten Rohrsıück sich ein stationärer Strömungsvorgang ab 
spiele, der durch die hydraulische Höhe € = 520 mm und die im nicht verengten Teil 
des Rohres herrschende Wassergeschwindigkeit © — 0,75 m/s charakterisiert ist. Zeiehnen 
wir nun das betreiiende Rohrstück und die entspreehende Dreieckstafel im gleichen 
Maßstab so nebeneinander, daß die mit // = 0 bezilierte Gerade in der Zeichnung des 
Rohres die bei der Berechnung der Konstanten C beliebig angenommene wagerechte 
Ausgangsebene darstellt, und sich in beiden Abbildungen natürlich »oben« und »unten« 
entspricht, so können wir dadurch, daß wir von einem beliebigen Punkte des Rohres 
wagerecht in die Rechentafel übergehen, daselbst alle in dem betr. Punkte möglichen 
Kombinationen von Druckhöhe und Geschwindigkeitshöhe ablesen. Ist die Druckhöhe an 
einer bestimm'en Stelle etwa durch Manometerabiesung bekannt, und tragen wir den 
dieser entsprechenden Punkt in der zukommenden Höhe in die Tafel ein, so können wir 
dieser die Geschwindigkeitshöhe entnehmen; ist aber, wie im vorliegenden Beispiel, die 
Geschwindigkeit und damit die Geschwindigkeitshöhe bekannt, so erhalten wir mit ihrer 
Hilfe denselben Tafelpunkt und können die entsprechende Druckhöhe ablesen. Bertimmen 
wir nun für hinreichend viele Punkte etwa der Rohrachse die entsprechenden Tafelpunkte 
und verbinden diese durch eine glatt verlaufende Linie, so gestattet diese nicht nur die 
Energieverteilung in jedem einzelnen Punkt der Rohrachse sofort der Tafel zu entnehmen, 
sondern sie gibt uns auch eine übersichtliche, zeichnerische Darstellung des Gesetzes, 
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nach dem sich die Umwandlung der Energie vollzieht, die ein sich längs der Achse be- 
wegendes Massenteilchen besitzt. Ich habe daher diese Linie hydraulische »Energie- 
umwandlungskurve« genannt. 


4. Dreieckrechentafeln mit ungleichmäßigem Netz. In obigem Beispiele 
haben wir eine Dreieckrechentafel mit rerelmäßigem Netz erhalten, die insbesondere bei 
der Bestimmung der Geschwindigkeiten den Nachteil hat, daß wir der Tafel unmittelbar 
nur die Geschwindigkeitshöhen entnehmen können, aus denen wir alsdann die (reschwin- 
digkeiten selbst errechnen müssen. Diesen Uebelstand könnten wir dadurch vermeiden, 
daß wir die einzelnen Netzgeraden anstatt mit den Werten der ihnen zukommenden Ge- 
schwindigkeitshöhen, mit denen der entsprechenden Geschwindigkeiten selbst bezifiern, so 
daß wir letztere unmittelbar der Tafel entnehmen könnten. Eine solche Anordnung hat 
aber wieder den Nachteil, daß gleichen Abständen der Netzgeraden verschieden große 
Sprünge in den beigeschriebenen Geschwindigkeitswerten entsprechen, so daß beispiels- 


weise im Intervall zwischen G I0 mm (v — 88,6 em/s) und = 60 mm (» 108,5 cm/s) 
eine Geschwindigkeitszunahme von 19,9 em/s stattfindet, während im nächsten Intervall 
zwischen G = 60 mm und @ = SO mm (v = 125,3 em/s) die Geschwindigkeit nur um 


168 cem/s zunimmt. Wir können diesen Nachteil, der sich besonders beim Einschalten 
(Interpolieren) bemerkbar macht, dadurch vermeiden, daß wir ein ungleichmäßiges Netz 
in der Weise entwerfen, daß wir die Netzgeraden für Geschwindigkeitshöhen zeichnen, 
die runden in gleichmäßigen Abständen aufeinander folgenden Geschwindigkeitswerten 
zukommen, sie aber anstatt mit den Werten der Geschwindigekeitshöhen mit denen der 
entsprechenden Geschwi: digkeiten beziftern. Dies ist in Abb. 3c geschehen, in der somit 
die Netzgeraden auf der Dreieckseite eine sogen. unregelmäßige Funktionsskala (Skala 


der Funktion entwerfen. Während wir daher der Abb. 3a nur entnehmen können, 
29 


daß beispielsweise dem Achsenpunkt ? mit der Höhe Y = 220 mm eine Druckhöhe D 
— 100 mm und eine Geschwindigkeitshöhe @ = 200 mm entspricht, aus welch letzterer 
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die Geschwindigkeit erst errechnet werden muß, entnehmen wir der Tafel 3c außer den- 
selben Werten für 7 und D unmittelbar die zugehörige Geschwindigkeit v» = 198 em/s. 
Um den Uebergang von der Abb. 3b zu den Rechentafeln, sowie das Entwerfen der 
letzteren zu erleichtern, zeichnet man zweckmäßigerweise alles auf Millimeterpapier. 

Dreieckrechentafeln mit ungleichmäßigen Netzen gestatten die rasche Lösung von 
Gleichungen recht verwickelter Natur. Ich will in Abb. 4 nur noch das Schema einer 
verbältnismäßig einfachen von mir entworfenen Taiel vorführen, die gestattet, die Kom- 
binationen dreier Zahlen zu finden, deren Produkt gleich einer vierten Zahl C ist. 
Zeichnen wir (s. Abb. 5a) ein gleichseitiges Dreieck, dessen Höhe gleich dem mit einer 
beliebigen Einheit gemessenen log C ist, und lesen wir als Abstände eines Punktes / von 
den Dreieckseiten an einem logarithmischen Maßstab gleicher Einheit die Werte v, v und 
w ab, so besagt die Tafel, daß 


log u + log ve + log w —= log C 


und damit, daß uvw C ist (Logarithmische Maßstäbe mit Einheiten von 25 cm und 
12,5 cm stellen die Teilungen der meist gebräuchlichen Rechenschieber dar.) Da die 
Höhe des Dreiecks in Abb. 5a gleich log 10 ist, entspricht dem Punkte P die Ablesung: 


2,5:3,2-1,25 = 10 








\bb. Da und 5b 


Um die Abstände nicht ausmessen zu müssen, kann man, wie in Abb. 4, wiederum 
die den Logarithmen von runden in gleichmäßigen Abständen aufeinander folgenden 
Werten entsprechenden Netzgeraden zeichnen und mit den ihnen zukommenden Numeris 
in ähnlicher Weise beziffern, wie dies bei den Teilungen des Rechenschiebers der Fall 
ist. Die Bezifferung dreier durch einen Punkt gehenden Netzgeraden gibt dann die drei 
Faktoren an, deren Produkt gleich dem Werte € ist, für den die Tafel gezeichnet wurde. 
So ist das in Abb. 4 dargestellte Schema für € —= 9,5 entworfen, und der im Dreieck- 
innern gelegene Punkt besagt, daß: 2.1,9- 2,5 = \,5. Da, wie in dem die geometrischen 
Grundlagen der Dreieckrechentafeln behandelnden ersten Abschnitt gezeigt, die I,ote auch 
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das negative Vorzeichen haben dürfen, was bei obiger logarithmischer Darstellung besagt, 
daß die betreffende Zahl im Nenner eines Bruches vom Werte (€ steht, dessen Zähler 
eleich dem Produkt der beiden anderen Zahlen ist, so lesen wir an dem außerhalb des 


Ausgangsdreiecks gelegenen, durch einen Kreis hervorgehobenen Punkt der Abb. 4 ab, 
9Rn.R 7 
daß auch: 9,5 
1.8 


5. Dreieckrechentafeln mit beweglichem Netz. lm nun letztere Tafel nicht 
für jeden Wert CU neu zeichnen zu müssen, behalten wir nur die in Abb. 4 mit durch- 
laufenden Strichen gezeichneten, zu zwei Seiten des Ausgangsdreiecks parallelen Netz- 
geraden bei und zeichnen die gestrichelten zur dritten Dreieckseite parallelen Netzgeraden 
auf durchsichtiges Papier. Wir brauchen alsdann nur die mit »1i« bezifferte Gerade des 
Pauspapiers so auf die übrige Rechentafel zu legen, daß sie durch die Punkte der aus- 
gezogenen beiden Seiten des Ausgangsdreiecks hindurchgeht, in denen diese von den 
mit dem jeweiligen »(« bezifierten Netzgeraden geschnitten werden. 


6. Dreieckrechentafeln mit beweglicher Ableseskala. Anstatt das vollständige 
Dreiecksnetz zu entwerfen, kann es zuweilen vorteilhaft sein, nur das Ausgangsdreieck 
zu zeichnen und auf Pauspapier die drei von einem Punkt ausgehenden und je einen 
Winkel von 120° miteinander bildenden lunktionsmaßstäbe aufzutragen. Der Gebrauch 
dieser Vorrichtung ist aus Abb. 5a gleichfalls ersichtlich. Das Pauspapier wird so auf 
das in Abb. 5a gestrichelt gezeichnete Ausgangsdreieck gelegt, daß die Maßstäbe 
stets senkrecht zu den Dreieckseiten stehen, was sich bei Verwendung von Millimeter- 
papier leicht erreichen läßt. An den Stellen, an denen sich die Dreieckseiten und die 
Maßstäbe schneiden, werden zusammengehörige Werte der drei gesuchten Veränderlichen 
abrzelesen, welche die der Rechentafel zugrunde liegende Gleichung erfüllen. (Beispiel: 
2,5°3,2-1,25 10.) 

Stehen im letzteren Falle die Maßstäbe nicht auf den Dreieckseiten senkrecht, 
sondern sind sie geren diese normale Stellung um «® gedreht (s. Abb. 5b), so ist die 
Höhe des Dreiecks gleich der mit cos « multiplizierten Summe der durch die Dreieck- 
seiten auf den Maßstäben abgeschnittenen Strecken, oder die Summe dieser Strecken ist 
gleich der durch cos « dividierten Dreieckshöhe. Wir können daher unter Beibehaltung 
desselben Ausgangsdreiecks Gleichungen mit verschiedenen Konstanten »('« auflösen, 
wenn wir nur dem Blatt mit den Maßstäben die für das jeweilige »C« notwendige 
Drehung gegenüber der normalen Lage erteilen. Am besten zeichnet man für die not 
wendigen oder für runde aufeinander folgende Werte von »C« die Strahlen auf das Paus 
papier auf, die bei richtiger Lage der Maßstäbe auf einer der Dreieckseiten senkrecht 
stehen missen. Letztere Lage wird leicht erhalten, wenn man das Ausgangsdreieck 
wiederum auf Millimeterpapier entwirft. So entspricht z. B. die Abb. 5b, deren Höhe 
gleich log 10 ist, durchaus der Abb. 5a, wenn wir den Maßstäben die zu den Dreieck- 
seiten senkrechte Lage geben. Drehen wir aber das Pauspapier mit den Maßstäben so, 
daß der mit I1 oder 12 oder !3.... oder 25 bezeichnete Strahl auf einer der Dreieck- 
seiten senkrecht steht, so beträgt das Produkt der an den Maßstäben abzulesenden Größen 
der drei gesuchten Faktoren nicht mehr 10, sondern je nachdem 11 oder 12 oder 13.... 
oder 25. In dem Beispiele der Abb. 5b steht der mit 21 bezifferte Strahl auf der Drei- 
eckseite senkrecht. Die Ablesung besagt daher, daß 5,67 - 1,53 » 2,42 — 21 ist. 


7. Schluß. Es sei noch erwähnt, daß sich unter anderem auch Gleichungen von 

der in der Praxis öfters wiederkehrenden Form: 
HP LSCHR IHZI = 0, 

in der f(X), g(Y) und Ah(Z) beliebige, in den betrachteten Intervallen stetige Funktionen 
der drei Veränderlichen A, Y, Z und p,g. r beliebige ganze oder gebrochene, positive 
oder negative Hochzahlen sind, nach erfolgtem Logarithmieren leicht durch Dreieck- 
rechentafeln darstellen lassen, doch müssen sich alsdann, wie sich leicht einsehen läßt, 
die den verschiedenen logarithmischen Teilungen zugrunde liegenden Längeneinheiten 
zueinander und zu der Einheit, mit der die Dreieckshöhe aufgetragen ist, verhalten wie 
p:geir:l. 
Die hier wiedergegebenen Rechentafeln sollen nur schematische Beispiele dar- 
stellen. Für die Praxis bestimmte Rechentafeln entwerfe man nicht zu klein und erhöhe 
ihre Uebersichtlichkeit durch Verwendung verschieden starker Striche und durch Be- 
nutzung von Tuschen verschiedener Farbe. 183 
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Nadai, Theorie der Plattenbiegung und ihre experimentelle Bestätigung 


ZUSAMMENFASSENDE BERICHTE 


Theorie der Plattenbiegung und ihre experimentelle 
Bestätigung. 


Von A. NADAI in Göttingen. 


ie ebene elastische Platte und die dünne, nach einer Umdrehungsfläche gekrümmte 

elastische Schale sind Konstruktionselemente, die dem Ingenieur in einer Fülle der 

verschiedenartigsten Fälle hinsichtlich ihrer Randbefestigung und ihrer Belastung 
in den Anwendungen entgegentreten. Ueber ihre Formänderungen und über die in ihrem 
Innern wirkenden Spannungen scheint man in der Praxis nur in einer geringen Zahl 
von Fällen näher unterrichtet zu sein. Man beherrscht ihre Spannungszustände selbst 
in der Auswahl der der Rechnung gut zugänglichen Fälle nicht in dem Maß, wie die 
anderer Elemente des Maschinenbaues und der Statik der Baukonstruktionen. 

Die vor einem Menschenalter in Angriff genommenen und seither in zahlreichen 
Veröffentlichungen bekannt gewordenen Arbeiten von ('. v. Bach haben diese Lücke 
durch Näherungsmethoden zu überbrücken versucht und die Verhältnisse auf Grund 
einer großen Reihe verdienstvoller Versuche geklärt’). 

/a einer genaueren Untersuchung der Formänderungen und der Festigkeit der 
nach KRotationsflächen gekrümmten, auf Biegung beanspruchten Schalen hat die Ent- 
wicklung des Großdampfturbinenbaus besonders angeregt. Der Wunsch, die Maschinen- 
leistung der Dampfturbine zu steigern, hat es mit sich gebracht, daß man im Hinblick 
auf die Betriebsfähigkeit der in den letzten Jahren zu gewaltigen Einheiten angewachsenen 
Turbinen gezwungen ist, ihrer konstruktiven Durchbildung die weitestgehende Sorgfalt 
zuzuwenden. So ist beispielsweise die genaue Innehaltung des engen Spielraumes 
zwischen den Teilen der Leitvorrichtungen oder den Zwischenwänden, welche die einzelnen 
Druckstufen voneinander trennen und den rasch umlaufenden Radscheiben für die 
Betriebssicherheit eriorderlich. Diese kann gefährdet werden durch die Biegungs- 
schwingungen der rotierenden Scheiben oder die nicht richtig abgeschätzten Verbiegungen 
der einem seitlichen Druck ausgesetzten Zwischenwände, welche die Ursache zum Streifen 
der Scheiben an den feststehenden Teilen bilden können. Wir möchten in diesem Zu- 
sammenhange an die Schilderung der auf derartige und ähnliche Mängel zurückgeführten, 
gänzlichen Zerstörung zweier Einheiten von 35000 und einer schweren Beschädigung 
einer Turbine von 25000 kW in A. Stodolas eben in fünfter Auflage erschienenen 
»Dampf- und Gasturbinen«°) erinnern. Die Förderung der Elastizitätsprobleme der ge 
wölbten Schalen ist im wesentlichen den grundlegenden Arbeiten von A. E. H. Love, 
E. Meißner, H. Reißner und A. Stodola zu verdanken. 

Die Fragen des Eisenbetonbaues mögen andererseits dazu beigetragen haben, daß 
sich die Ingenieure neuerdings um die praktische Ausgestaltung der Theorie der Biegung 
ebener Platten bemühen. Die Verhältnisse in den Anwendungen liegen zwar sowohl 
bei den gewölbten, als auch bei den ebenen Platten zum Teil verwickelter, als man sie 
in den Ansätzen, die zurzeit ihren Festigkeitsberechnungen zugıunde gelegt werden 
können, zu berücksichtigen pflegt. Dies dürfte aber weniger an einer Unvollkommen- 
heit der analytischen Hilfsmittel oder der allgemeinen Grundlagen liegen, auf die sich 
ihre Theorien stützen, als einem Mangel an zuverlässigen Experimenten zuzuschreiben 
sein, von denen wenn sie auf die Voraussetzungen der Theorie hinreichend 
Riicksicht nehmen die Ergänzung der vorhandenen Lücken in den experimentellen 
Grundlagen erhofft werden kann. 


') Erweiterte Wiedergabe des Vortrages auf der Naturforscherversammlunge in Leipzig am 
21. September 122, 

2) Man findet eine Zusammenstellung der unter Leitung von C. von Bach in der Material- 
prüfungsanstalt. Stuttzart, vorgenommenen Versuche in dem Anhanz zu seinen beiden Vorträren »Das 
Ingenieurlaboratorıum und die Materialprüfungsanstalt der T. Huchseh. Stuttgart«, Konrad Wittwer. 
Stutigart 1915. 

®) A. Stodola, Die Dampf- und Gasturbinen, Berlin 1922, S. 790 
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Aber auch die Theorie der Biegung elastisch-isotroper Platten scheint, obwohl 
ihre mathematischen Grundlagen seit einem Jahrhundert entwickelt und ihre physikalischen 
durch die zahlreichen Experimente bestätigt sind, welehe die Biegungslehre der elastisch- 
isotropen Stäbe stützen (die mathematische Theorie hätte im vorigen Jahre auf ihr 
hundertjähriges Bestehen zurückblicken können, wenn ihre Entstehung vom Veröfient 
lichungsjahr der ersten der Difierentialgleichung /Jw-— f(x, y) gewidmeten Arbeit 
gezählt wird), von den Ingenieuren noch nicht als das Hilfsmittel anerkannt zu sein, 
das in erster Linie berufen sein müßte, ihnen in allen Festigkeitsaufgaben über ebene 
biegungsfeste Wandungen zur Hand zu sein. Ich muß es mir versagen, hier rückblickend 
näher auf die verschiedenen Gründe einzugehen, die nach meiner Meinung zu dieser 
Entwicklung den Anlaß gegeben haben. Der Umstand aber, daß es ein universelles 
hechnungsverfahren bisher nicht gibt, mit dessen Hlfe die hierher gehörigen Randwert- 
probleme sich mit einem geringen Maß von Rechenarbeit numerisch lösen ließen, sollte 
von seiten der Praktiker, wie dies häufiger geschehen ist, nicht als Grund dafür 
angeführt werden, daß sich der Ingenieur mit unzulänglicher begründeten Hilfsmitteln 
begnügen muß. Ich glaube, daß ein Fortschritt bereits dadurch zustande kommt, daß 
man in den Anwendungen von den verschiedenen Vertahren, die sich im Laufe der Zeit 
entwickelt haben, nicht das gleiche und nicht zu viel verlangt, sondern sich der Grenzen 
zwischen den verschiedenen Arten der Randwertprobleme stärker bewußt wird. Von 
diesem Standpunkt aus gesehen und mit Rücksicht auf den Fragenkreis, dessen Beant- 
wortung die Festigkeitsprobleme des Ingenieurs verlangen, lassen sich vielleicht drei 
Gruppen von Plattenproblemen unterscheiden. 

Zu den ersten rechne ich die analviisch gelösten Randwertaufgaben der elastischen 
Platte, die wir den Klassikern der Elastizitätstheorie bis vielleicht einschließlich 
St. Venant, M. Levy, Love und Michell zu verdanken haben, feruer die mit 
analytischen Mitteln noch lösbar erscheinenden. Ich glaube, daß die Möglichkeit der 
Erschließung nener Lösungen mit analvtischen Mitteln und neuer, für die Anwendungen 
brauchbarerer Formen für die alten noch nicht erschöpft ist. Ich habe hier die durch ein- 
fache Kurven begrenzten Platten mit einfachen Grenzbedingungen im Sinne, ferner die 
Formänderungs- und Spannungszustände rechteckiger oder unbegrenzter Platten mit den 
Symmetrieeigenschaften der doppelt-periodischen Funktionen, die Lösungen, die durch 
Ueberlagerung der aus Singularitäten entspringenden Teillösungen aufgebaut werden 
können. So selbstverständlich dies für den Ingenieur ist, es scheint in vielen aus- 
gezeichneten neueren Arbeiten nieht beachtet worden zu sein, daß mit der Angabe der 
Form der elastischen Fläche nur ein Teil der praktischen Aufgabe erledigt ist, für die 
Anwendungen haben mit Ausnahme der sogleich zu erwähnenden Aufgaben ihre zweiten 
und dritten Diiierentialguotienten das größere Interesse, und Lösungen, mit deren Hilfe 
sich die Spannnngen nicht berechnen lassen, verlieren an Wert. 

Die zweite Gruppe bilden die Eigenwertprobleme elastischer Platten, die Aufgaben 
der Bestimmung der kritischen Drucke oder Lasten, unter denen ihr Gleichgewicht labil 
wird, oder die der Frequenzen schwingender Platten. Mit Ausnahme einiger weniger 
Beispiele liegen die Probleme meist so, daß man bisher nicht in der Laage war, ihre 
Lösungen aus den Diiierentialgleichungen ableiten zu können. Bei gewissen Knrickungs- 
aufraben, nämlich den der genau in ihrer Ebene gedrückten Platten, ist übrigens die 
Form der unendlich wenig ausgebogenen Platte insofern Nebensache, als sie sich in 
derselben nicht mehr im stabilen Gleichgewichte befindet; nach den Spannungen wird 
also hier nicht gefragt werden können, alles was zu ermitteln bleibt, ist nur der kleinste 
kritische Druck. Hier liegt das Anwendungsgebiet des Ansatzes von G. H. Bryan und 
der Verfahren von W. Ritz, Lord Ravleigh und S. Timoschenko. Nach Be- 
schränkung der Funktionsformen auf eine willkürlich ausgewäblte Klasse, die man nach 
Möglichkeit den Grenzbedingungen anzupassen versucht, wird statt eines dem Biegungs- 
problem der Platte zugeordneten Variationsproblems mittels der Ansatzfunktionen ein 
eewöhnliches Maximum-Minimumproblem gelöst. 

Zur dritten Gruppe von Plattenaufgaben wären schließlich alle die zu zählen, 
deren Lösungen weder au! dem analvtischen Wege, durch Entwicklung nach Orthogonal- 
funktionen oder Singularitätenreihen, noch aus einem Variationsprinzip mit Hilfe der 
genannten Verfahren ohne größseren Aufwand an Rechenarbeit zu beschaffen sind. Er- 
wähnt seien die Aufgaben über die Biegung von Platten mit Rändern, auf denen ge- 
mischte Grenzbedingungen, statischer und kinematischer Art vorgeschrieben sind, 
schwierigere, polvgonale Konturen, schließlich die für den Dampiturbinen- und den Eisen- 
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betonbau gleich wichtigen Fälle der Biegung von Platten veränderlicher Stärke. Sie 
dürften wohl das Hauptanwendurgsgebiet für die Rechnung mit kleinen Dilierenzen 
bilden, deren erfolgreiche Anwendbarkeit auf die Probleme der Plattenstatik und der 
Schalen der vorzeitig verstorbene Schweizer Ingenieur Huldreich Keller, ferner 
H. Henckv, H. Marcus, Nielsen und H.M. Westergaard gezeigt haben. 


1. Freiaufliegender Plattenstreifen. Indem ich zu einigen Sonderproblemen der 
Plattenstatik ibergehe, möchte ich auf einige Beispiele der Anwendung verschiedener 
Hil‘smittel kurz hinweisen. Einer der einfachsten Grenzfälle der Biegunrgszustände einer 
rechteckigen Platte ist der eines freiaufliegenden Plattenstreifens. Die Rand- 
bedingungen: ı (die Durchbiegung 0, Jw=0 auf den Seiten z = 0 und x = a werden 
durch die entlang der &-Achse bis zu den dritten Ableitungen steiige aneinander stoßenden 
elastischen Flächen 

nry 
un=@n|!+ -—), sin— 0, IC, Anl! = ")e e er y0,n=1,2,3...(1) 
a a f da 
erfüllt. Eine solche, der Differentialgleichurg /Jw=0 genügende Lösung stellt olfenbar 
einen Plattenstre fen dar, der auf der x-Achse eine nach einer Sinuslinie verteilte Last 
trägt Durch Ueberlagerung solcher Lösungen mit »—1,2,3... ergibt sich also die 
Plattenfläche für eine willkürliche Verteilung der Belastung, und in der Grenze auch für 
eine Einzelkraft P, die in einem Punkte r=S, y=t( wirkt: 


mn 7 


nt® n Ita 


e | n7Ty r . o ‘ 
W = - | 1 + sın sın = 1,2,0, 40) (2 
2m’ N, n? a d a 
N bedeutet den Plattenmodul = EAR°’/ı?2 (1 v?), E die Elastizitätszifier, v die Poissonsche 
Zahl, A die Dicke der Platte Berechnet man von :v die zweiten Ableitungen, so findet 
man sie in der Form 
2 ey ar er )- u 'g - 11 IgG #5 
IN eg yH an t=g+Hyt  2N -y 3), 
0)” " U ıy“ ec! n ız0y . (I 
sofern mit @ die Funktion 
ö P ni N 12 z n 7T 
g9=N Iw P: sın sın (4 
Zr } a a 


bezeichnet wird. Nachdem die Biegungsmomente von diesen 3 Ableitungen linear ab- 
hängen, ist der Spannungszustand durch die Potentialfunktion @ und ihr Gefälle ge- 
geben Es kommt uns nur noch darauf an, die Funktion g anzugeben. Das ist offenbar 
eine elementare Aufgabe aus der Lehre 
der ebenen Potentialströmungen, oder 
der winkeltreuen Abbildungen Wir 


A i i = 
haben das Geschwindigkeitspotential q p _ > ie 2 vs 
und seine Ableitungen oder die Ge e 

. . . £ \ t r N 
schwindigkeitskomponenten x und ® >.L>_ ARCHE „S..5 


einer Strömung anzugeben, die aus 
einer Reihe von in regelmäßigen Ab ® ® ® 7 ® ° 
ständen nach Art der Abb. 1 auf | | 
einer Geraden angeordneten Quellen 
entspringt und in den symmetrisch 
gelegenen Punkten versickert. Es ge 
hören zusammen komplexe Strömungs h 
funktion Z(2)=Z (z-+iy) und das \bh. 1 
Potential g: 
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Spannungsmomente des Plattenstreifens 


Di 


Biegungsmomente 
Mm, = 


Drillungsmoment »m,, = 

















m 
l 
U z Ebene 
{ u U ni , 
e 
Pe u — 
x 
T 
U 
) 
a | f } 
” Su BER ER, 
ar 2 8 
Abb. ? Abb. 3 


verwenden, so kann man sie sich 
aus zwei winkeltreuen Abbildungen 
verschaffen. Die Ordinaten der 
Fläche g und der zu 9 konjugierten 
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Abh. 4 


Potentialfunktion in einem Punkte x, y des Para'lelstreifens Abb. 2 können aus der 
winkeltreuen Abbildung des Halbstıreifens © > 0 (Abb. 3 und 3a) auf einen 
(Abb. 4 und 4a) vom Halbmesser a’ entnommen werden. 


Abb. 4a 
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wenn man 


ir 


2rt g 1 2n T In w a 2m u 
—(0,—, a ER —- — = () 270, c=a Sin (11) 
P n n 2 P n n a 


setzt. Der Wert von p (und von %) im Punkte x, y (Abb. 3) wird in seinem Bild 


punkt vr”, @' innerhalb des Halbkreises (Abb. 4a) gemäß 


U = as 


x 2 7t Tr 
a ee | 12) 


, 
d a a 


entnommen 

Die Abbildung für den Geschwindigkeitsvektor mit den Komponenten u, v ist in 
großen Zügen leicht angebbar. Es genügt wieder die Hälite „> 0 des Parallelstreifens 
zu betrachten. In ihr ist die Vertikalkomponente der Geschwindigkeit v» überall positiv 
Auf den drei Geraden des oberen Halbstreifens CA, AB, BC hat sie den Wert Null. 
Weiter ist u auf UA und AP negativ, auf dem übrigen Teil der Berandung CB und PB 
positiv. Der zweimal um 
einen rechten Winkel ge- 
brochene Linienzug der 
drei Geraden CA, AB, 
BC bildet sich also auf die 
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«-Achse und der von ihnen begrenzte Halbstreifen auf die obere uw, v-Halbebene ab. Dem 
(Juellpunkt entspricht dabei der unendlich ferne Punkt und dem unendlich fernen Punkt 
in der &, y-Ebene der Anfangspunkt C (Abb. 6) in der «, v-Ebene. Die Elimination der 
Veränderlichen z aus den Gl. (5) und (7) führt zu dem einfachen Ergebnis, daß den 
Niveau- und den Stromkurven des Parallelstreifens Abb. 3a das System konfokaler 
KEllipsen und Hyperbeln (Abb. 6) 
u +u0)“ v* (u+ %o 2 v“ 
A Fe Fi B'’ 
mit den Halbachsen 
A=(Cboiu, B=CSinu, A=(sinv, B= (cosı 14) 


entspricht, wo zur Abkürzung 
L p 


st $ e 
uU = — r; COS r (  — 0 . . 15) 
a TS 
2asin 
a 
stehen. Auf der Symmetrieachse „= 0, welche den Angriffspunkt © == der Last P ent- 
bält, sind die Spannungsmomente gleich 
7I LE + E 
1 — cos 
(1+?r)@ irmR, a 
Mm, = mM 2 a ze UV : > 
N, q Eu n el &) , M.y ) 


| COS 
a 


In der Nähe der Angriffsstelle der Last ist der Verlauf der Spannungsmomente 
in einem freiaufliegenden Plattenstreifen bis auf eine gleichmäßige Biegungsbeanspruchung 


(1- v P nm * * * * “ » .. » 
Mm=0, m, = — i ‚ M,, — 0 derselbe, wie in einer freiaufliegenden kreisförmigen 
TT 
® % * . [7 2a ”* ns » 
Platte, die man aus dem Streifen mit einem Halbmesser sin herausschneidet. 
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Mit Hilfe der Lösung für den Parallelstreifen dürften sich die Spannungen in 
einem beliebigen Punkt einer rechteckigen Platte, die von einer über sie wandernden 
Last herrühren, unter der Voraussetzung verfolgen lassen, daß auf den Seiten des Recht- 
ecks die Grenzbedingungen « — 0, Jw— 0 erfüllt sind. Das rechteckige Belastungsgitter 
dieses Spannungszustandes stellt man sich nämlich durch die Ueberlagerung neuer Reihen 
lasten im Parallelstreifen dar. Es zeigt sich bei näherem Zusehen, daß man mit wenigen 
Reihen auskommt, sofern man sie senkrecht zu der kürzeren Seite im Rechteck annimmt. 


2. Kreisplatte in Einzelpunkten gelagert. Als Gegenstück der auf ihrem Rande 
in stetiger Weise unterstützten Platte sei ein Biegungsfall einer in diskreten 
Punkten gelagerten Platte betrachtet. Ein typisches Beispiel, das eine allgemeine 
Analyse des Spannungszustandes zuläßt, bietet die unter einer Seitenlast auseebogene und 
in einzelnen Randpunkten unterstützte kreisförmige Platte. Der Einfachheit 
halber sei angenommen, dab sie entweder durch einen gleichförmig verteilten Druck 
oder durch eine Einzellast in ihrer Mitte belastet sei. Die Stützpunkte am Umfang des 


Kreises r—a mögen die Zentriwinkel q Yı,.- 7% haben, die in ihnen übertragenen 
Stützreaktionen seien Pı,...P Die Bedingung der freien Auistützung verlangt das 
Verschwinden der Randmomente (Biegungsmomente) m, und der Randscherkräfte g, 
e BLLT; I ou | dw Bi © lw OmMz; = 
m, N ( } | t \) u, Gr = N + 0 für r A 17) 
(1 Wu ıy J ıg“ (Ir rOg 


mit der Maßgane, daß letztere Bedingung mit Ausnahme der Umgebung der Stützpunkte 
r=a g Y1, Y« zu gelten habe. Das über den Randkreis genommene Integral der 
Scherkräfte 9, muß nämlich in der Umgebung eines jeden Stützpunktes um den Betrag 
der in ihm übertragenen Stützreaktion zunehmen. Im Ausdruck (17) der in einem 
Zylinderschnitt übertragenen Scherkraft bedeutet m,. das in demselben wirkende Torsions- 
moment, dessen in der Umfangsrichtung genommene Ableitung die Ersatzscherkraft. 

Die zweite Randbedingung wird für eine konzentrierte Stützkraft P, welche im 


Punkte r = a, p = y; übertragen wird, durch die divergente Reihe von Fejer') 
Pi* . 
7 . (/2+ = cosng V=g—y. ae a 
A { 


ausgedrückt. Bezeichnen wir mit P ohne Zeiger die (Gesamtlast, welche die Platte auf- 
zunehmen hat und setzen wir die Stützreaktionen gleich 


P,,=4P a 19), 
so verlangt das Gleichgewicht der Kräfte auf dem Kreis r a 
2), cosy—=0, Zusny=0, Li —-l .- (20). 
Der Ausdruck für %k konzentrierte Randkräfte P,,.... P,ı, die in den Punkten 
ag=Yı y; angreifen, ist 
R R h 
q I a N); cos NY: . i 2] 
Ta 


| 
und der von k konzentrierten Kräften, die im Gleichgewicht mit der gleichmäßig über 
den Umfang des Randkreises r — a verteilten Ringbelastung P= NP; stehen 

Po 3 | 

g = 2 = 4c08N 9; DE , A332). 
tt da n | / l 
Die elastische Fläche ze’ kann aus zwei Anteilen :w und w, 

VW" WW... een . + u 
zusammengesetzt werden. w soil die verborgene Fläche der auf ihrem Umfang gleich- 
mäßig aufliegenden Kreisplatte bedeuten, also eine der Flächen 


P [5+n)a—2( +: pe 4 ne 
vw = | ' (gleichförmiger Druck) / 
54 TI N | l + ’ a* 
| 2 (24). 
N 3 ] a | \: . . 
uw | ne "In ° | (Einzelkraft in der Mitte) \ 
suzN | 2(1ı +2 ae fl 
Dann rührt der zweite Anteil w von einem System von transversalen Kräften her, 
das lediglich auf dem Umfang des Kreises r =a verteilt ist. Es ist identisch mit dem 
Gleichzewichtssystem (22). Die Grenzbedingungen für »© lauten somit 
) F k 
OF w w I O’w ‚VoAw OMrt P . a R 
ae ze »( en eh N ' == 2 2 4cosng; (25). 
Or” ror Pr 0) ür roOg Tan 1 i=1 
) s. K. Knopp, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, S. 455 und 457, 
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Das ist eine Randwertaufgabe der Differentialgleichung JJAw 
Reihe 


durch eine Fouriersche 
w = An Do 0° + aı ( 
+ 2 (0 
2 


genügt werden kann 
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I)c0SP —+ Cı P sing 


Stützpunkte vorhanden sind. 
menden Vorschlages führt zur elastischen Fläche 
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0, der bekanntlich 


bı 0°c0osq 
I\ i x 
-)cosnpg + <(e, 


’ 


+ d, e’sing 


- D, 0" 0" + dl, 0" sinng (26) 


Es empfiehlt sich, sie in ebensoviel Teillüösungen zu zerlegen, als 


Die Durchführung dieses von Hrn. Prof. L. Prandtl stam 


mw," ); (eo 0 f} 0" )eosn q (27), 
> 
einer nach Abb. 7 durch eine konzentrierte Randkraft belasteten kreisförmigen Platte 
Die Kraft ?, hält mit einem gleichförmigen vermehrt um ein nach einer (osinuslinie 


verteiltes System 


deutet den Winkel q 


Diese elastische 
pP; 


en \ N, = 
Biegungs- ’ 


momente / 


/lHı — 
Drillungs-} i 
+) ee 238 
moment \ 





von Randscherkräften das (rleichgewicht. 





In Gl. (27) ist o = p: be- 


b) 


a 


Y„ der vom Angrifispunkt von P; zu rechnen ist, «, und ß,. sind 


v) 1 () / () Pa® 
| ‚= Q 2 
N (n ı)n (n l,ın Int (3 v) N 
Fläche besitzt die Spannungsmomente 
f “ } on | 
r)(] 0’) op “COENT + 2(1 +-r)(] 0°) 2° cosnrWw 
n 1 
I u | \ 2 yo" E 2 
-cosng—+?(1+v)(1-+o?)> cosnp | (29). 
n 
on I un 
0" = sinn pp + 2 (1+P) sinn 
n J 














\bb. 8 


Wir konnten hier den überilüssig gewordenen Zeiger 2 bei 1%; fortlassen. Die in 
den Ausdrücken vorkommenden Summen sind für 0 <gp<2nr der reelle, bezw. der 
imaginäre Teil der nachiulgenden Reihen 

; or % ei 
3 072 ori = Zt — — E— 
) ” 0” ) E Od [*) o’ 
H S o" 2 i 1 x’ [en | yo w e!Y In o" ya ' ‚ 
F un < pr = — I% In (1 G)I “ - - (30) 
' > n Br: 5 n d 0 oO“ 
| der komplexen Veränderlichen 
| er Petr, Fee" =1—- Lie), vg, v’ = 20 — g (81), 

Die Bedentung der Strecken 2oo'o" und der Winkel yyp'g’wıp" ist aus der 

Abb. 8 zu ersehen. J’ ist die Stelle der konzentrierten Stützkraft. Außer P wirken auf 





verteilten Randscherkräfte. 


r 





P: 
M- = (1 
2 (3 v)L 
P; 
ılı = 
2n(3 +-r)| 





auf der Geraden 9— |" 





bezw. p—=n (00) (das obere Zeichen gilt für g 


dem Kreis o = 1 eine gleichförmig verteilte Ringlast — P und die nach der Cosinuslinie 


Die Spannungsmomente sind auf der Geraden 9—=0 (OP), 
=0, das untere fürrg=n) 


H-») | 
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S (0 => In (vi 0)) 


(32) 
1 +09 \ nr 
v)(1=&0)-+2(1+») e (e+t1in(1= o)) |, m, =0 
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P; [ 1 — eo? 1 - 
M, — | (1 v) _ (1+P») nd + 0° 2 
2n(3 + v) 1 + 0° 0° 
P; / 1 — oo’ 1 g . 
m, = (1 v) -+(1+») Em (1-+0 | (33), 
2n(3+V) 1 + 0? 0? \ 
P; | 1—e arctge —o | 
Mi = (1 v) +2 (1-+») Le 
2n a +»v)L I + .* 0? 


schließlich auf dem Umfang des Kreises oe =|1, 


2(1+»)P[ er 1+»)P| . 
m 0, m, cosQ@ —+In?2 sin >|} mM, = sing 


ge (3 +9) 





+2 | . (84). 

Wenn die kreisförmige Platte in zwei oder in mehr Punkten unterstützt ist, sind 
ebensoviel Lösungen w;* (Gl. (27)), als Stützpunkte vorhanden sind, anzusetzen. Jede 
ist mit der Stärke der Auflagerkraft zu nehmen. Bei drei Stützpunkten reichen die 
(41. (20) zur Angabe der Reaktionen aus, in den statisch unbestimmten Fällen mit mehr 
als drei Stützpunkten entsprechen jedem Wertsystem der 4, das den 3 Gl. (20) genügt, 
mögliche Deformationszustände. Die noch fehlenden Bestimmungsgleichungen liefern die 
Angaben über die Verschiebungen der Stützpunkte. 

Wenn die Platte in den Endpunkten eines Durchmessers unterstützt 
ist, ist ihre Durchbiegung a Ar DEE 





\ 





unter :© eine der Flächen (24) verstanden und wo (n m i 
| „Pa Pa? v2 2 (1+» 1 0° Fo. 
| Il wo = 0,065 — ,‚ Wı=Wo 2 y| a ,— \e cosnY (36). 
N 2n(3+r)N a |\(n— I)n 1 v (n—1)n‘ n(n+1) 
| Für drei symmetrisch gelegene Auflagerpunkte, die ein gleich 
seitiges Dreieck bilden, ist (n = 3, 6, 9,...) 
Pa? 1 2(1+3 1 o? .; u 
w Wo 2 + - E"COBENYP, we—=0,0155 — (37) 
2n(3+r)N \(n—I)n 1—ı n—1)n® n\n+1) N 


‘ 
In? 


Wenn der Kreis in den Ecken eines eingeschriebenen Rechtecks auf- 
ruht, haben zwei Stützpunkte, die auf einer Diagonalen ruhen, die nämliche Stützkraft 
aufzunehmen. Die elastische Fläche ist hier die Summe von w' Gl. (24) und von zwei 
Biegungszuständen 0; und 2, der Gl. (36), die mit der Stärke der Stützreaktionen P,, 
& bezw. /’;r zu nehmen sind. Nimmt man Pı= Pır= P* an, so wird durch w* = wr + us | 
F - die Deformation einer Kreisscheibe unter einer Ringlast beschrieben, die durch vier gleich 
große Auflagerkräfte P* abgefangen wird; setzt man hingegen P, = P**, Pır = P**, so 
hebt sich die Ringlast fort, und es verbleibt die Torsionsbeanspruchung einer 
Kreisscheibe durch vier gleiche Randeinzelkräfte P*' 


Spannungsmomente einer in 2 Punkten unterstützten Kreis 
platte unter einer auf den Umiang verteilten Ringlast 
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Abb. 4% Abb. 10 


3, Endliche Durchbiegungen. Die Erweiterung der Theorie der Plattenbiegung 
auf die Formänderungszustände von elastischen Platten, deren Durchbie- 
gungen nicht mehr klein im Verhältnis zu ihrer Dicke sind, leitet in das Ge- 
biet nichtlinearer Difierentialgleichungen über. So führt die Aufgabe einer durch einen 
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gleichförmigen Druck belasteten kreislörmigen Platte großer Ausbiegung auf das simul- 
tane System von Gleichungen 


a/ıd ER ip 1-r®? | 434 ı f 
( (u ‘<Pp ) ER 7 — (38 (u 7) — Ds, + p*udu (39) 
u 


du du du 2 7 au u du u 


Als abhängige Veränderliche werden hier die zur Radialverschiebung o eines 
Punktes der Mittelfläche und die zur Neigung p ihres Meridianschnittes proportionalen 
Größen 7 und ”, als unabhängige Veränderliche -, das Verhältnis des Abstandes r 

a 
vom Mittelpunkt zum Halbmesser a benutzt. Die in der zweiten (ileichung enthaltene 
Größe s, ist der Radialspannung der Mittelfläche o,, p* dem auf der Platte lastenden 
Druck p proportional. Hat man " und , so liefern die vier Differentialausdrücke 


a D? Y \ ap D 
sg —_ Ta 7 / Sg — V 3 | +13 / 
du 2 7 du u 
| 2 1 
’ dd 'p «D# p \ , / Ad «D \ 
Ss, ] Be $, = V 2 (? 
| du 2 na (2 ” du H | 


den Spannungsverlauf. Den Uebergang von den Größen s zu den spezilischen Span 


nuneen 0 vermittelt 
En° 
6 m — hi 5 : ; s 12) 
12 (1 -- v°) a? 


6,, 6, sind die Spannungen in der Mittelfläche und 6©,', 0. die Spannungen, die 


in der Öberflächenschicht 2—= der Platte zu 6,, 0/ hinzuzufügen sind. “" und ‘IF sind 


mit der Neigung des Meridianschnittes p und mit der Radialverschiebung o durch 





a ER 12a” 0 
B=2313 —p, Pu — 
h h’ A 
verbunden. Die Durchbiegung : ist das Integral von 
h 2 , / a nr 
w = Ä | db du + konst. (44) und p' 2aVvVz(ı v“) — ‚ (45). 
5) > Yh 


Den wichtigsten Anknüpfungspunkt für die Möglichkeit einer Integration oder der 
Auffindung von Näherungslösungen bietet die Linearität der linken Seiten der Gl. (38), 
(39) und der Umstand, daß jede linke Seite nur von der einen Funktion abhängt 


K. Federhofer'!) hat dieses System von Gleichungen in angenäherter Weise integriert, 


indem er für die Radialspannung s, und für ® zwei einfache Funktionen ansetzte. Die 
2. Gleichung wird, wenn man in ihr s, als bekannt ansieht, eine lineare Differential 
gleichung zweiter Ordnung, die Federhofer nach dem Vorgang von Ritz durch ein: 
ihr äquivalente Variationsaufgabe ersetzt, die er zur Bestimmung der Beiwerte heranzieh! 

Nun lassen sich Lösungspaare ® und 'P angeben, welche den beiden Gleichungen 
und vorgeschriebenen Grenzbedingungen streng genügen, wenn man die Belastungs- 
funktion oder Fläche p* als eine unbekannte und zu bestimmende Funktion der unab- 
hängigen Veränderlichen v betrachtet Die Lösungen des Plattenproblems für unendlich 
kleine Durchbiegungen bieten einen willkommenen Anhaltspunkt, wie die Ausdrücke für 
J» zu wählen sind. Der Vorgang soll am Beispiel der eingespannten Platte mit einem 
in radialer Richtung unnachgiebigen Rand erläutert werden. Zu der angenommenen 
Funktion 

D = c(u— u") | 16) 

läßt sich aus der Gleichung (38) pach ihrer Einführung auf der rechten Seite und Inte 
geration eine Funktion 


FR 09 e* \(3 — r) u? I)(n +2 — r)u" +? (2n+]1 Braem ') ” 
PD — CH uU + a ! .- . + ( 17) 


u a S n+3)(n +1) (2n+2)2n 


anreben, welche ihr genügt. Für eine Platte ohne Bohrung ist cs — 0 zu setzen, c, be 


stimmt sich aus der Randbedingung v—=1, F=0 zu 
ce 73 —v 8(n+2—») 2!n+1-—ı , 
Go = (48 
| 8 2 n+3)(n+ 1] (n+1l)n 


!) Ueber die Berechnung der dünnen Kreisplatte mit großer Ausbiegunge. Der Eisenbau. 9, Jahre., 


1918. 
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Den Spannungszustand bestimmen die vier Funktionen 


r 





ce | 8 u" r! u“ | Ar / 
$ (I—+1ı N | ] — . 9 == (us, ) (49 ) 
= 2 3) (a +] n+1)n Au 
x V3cl1-+3 n+- vr)u”r-:. $: Vzreilı +9 nv + 1)u (50) 


und die Belastungsfunktion, für die P und W Lösungen des in Frage stehenden Platten- 


R l d N d 
problems sind, ist Ip udu — | u®»)) Ds’ — Flu 
l 


u u du 


91). 
11 du ) 


Durch Variation der Konstanten c und des Exponenten n bietet sich die Möglich- 
keit, die p*-Kurve abzuändern und innerhalb einer für den vorlieeenden Zweck hin- 


reichenden Genauigkeit mit ihr die gleichförmige Druckverteilung »* = konst. anzunähern. 
Die Abweichungen der (Ordinaten der Belastungsfunktion p* von ihrer mittleren Ordinate 
p" lassen eine Fehlersehätzung zu. Wenn man n festhält und den Beiwert c negativ 


| 


” 


werden läßt, nimmt das Integral der Fehlerquadrate pP" —-p*"du mit den wachsenden 


Absolutwerten von ce zuerst zu, erreicht ein relatives Maximum, nimmt wieder bis zu 


einem relativen Minimum ab, um dann schließlich monoton anzuwachsen. Der Vergleich 
| 


der größten Schwankurr mit dem Mittelwert p* = |p*du zeigt, daß es praktisch zu- 


elastungstlächen eingespannter Kreisplatten Tassie ist, die aus dem relativen Minimum  be- 
stimmte Belastungskurve statt ihres Mittelwertes zu 

ER benutzen. Wir haben uns damit begnügt, statt des 

| Integrals die Summe der Fehlerquadrate in den 
sechs Punkten vu =0, '/;, "ls, °ls, *%s, 1 des Inter- 

valls der Veränderlichen v„ zu einem Minimum zu 

machen. Man hat dazu c aus einer Gleichung 

Ac' + Be’ + CC = 0 zu ermitteln, dem einen Wurzel 





paar entspricht das relative Maximum, dem andern 
das relative Minimum. Daß sich für den Bei- 
wert c keine eindeutige Bestimmung ergibt, braucht 
ee hier nicht als störend empfunden zu werden, die 
zu irgend einem willkürlich angenommenen oder 
bestimmten Wert von c aufgetragene Belastungs 
kurve p* zeigt an, mit was für einem Belastungs- 
zustand man es zu tun hat. 

In der Abb. 11 sind drei mit der Poisson- 





schen Zahl vr=!'/, zum Exponenten n=5 er- 
uU=4 mittelte Druckkurven gezeichnet (mit ce —= — 14, 
0 Cl 917 0,6 OU — 15,4 und — 17). Der zugehörige Arsatz 
Abb. 11 «b e (u u + AB 
ereah z ß 
2 N run, Du’ u u'®) (53) 
2»b 


und die Belastungsfläche 


ce? 1783 ID “ 18 u u! 
p* IE Fu: + | u u u u” 4 | 54). 
| s (48 S 16 2 
Sie verläuft außer für c—=0 zu ihrer mittleren Ordinate 
p’ 3»?r 0,0658’ (55) 
am nächsten, wenn € gleich e=— 15,4 ist 
Die mittlere Ordinate ist dann gleich p* = 756, welcher Zahl ein Druck 
4 
pa [} = . u are 
en 18,9 entspricht. Aus (52) folgt die elastische Fläche 
RA 
h z hc u 
I" — bau + (0 - (u r 4- Co 2 j 56) 
BER 13 | 




















PP ERBE. 




















tr. 





Heft 5 Nadai, Theorie der Plattenbiegung und ihre experimentelle Bestätigung 391 
oder wegen der (Grenzbedingungen u=l,wvw=(, Spannungsverteilung einer eingespannten 
he Kreisplatte (» ij 1,49 hı 
Cn _— 
h | > 1% ’ 
hc - ° Fr} 
W (2 3uU + u 
12/3 
— 0,75 (2 3u + u’)h R 57 
” - . ” » hi 
mit einem Biegungspfeil der Platte / | 
6 Y3 
— 1,49 Ah, der anderthalbmal so groß wie ihre 0 


Dicke ist. 

Zar Fehlerabschätzung an Hand der Be- 
lastungsfunktion darf bemerkt werden, daß hier 
auf einen sehr nahen Anschluß an ihren gegebenen 
Verlauf mit einem so einfachen Ansatz nicht ge- 
rechnet werden kann; man überzeugt sich an 
Hand einiacher Beispiele aus der Plattenstatik, 
daß man ihn innerhalb eng gezogener (srenzen 
nicht zu verlangen braucht, wenn man die Bei- 
werte aus einem Minimalprinzip bestimmt. Die 
jiegungsspannungen und die Streckspannungen 
der Mitteltläche 





> 7 e8 
. ( I ii» a E 
NN | lu‘ + HB u - „9 
956] 3 / 
(58 
y = 45 u? + 35 u‘ 11 2° |\ 
256 B 
\bh. I 
V; ( \3« 


sind aus der Abb. 12 zu ersehen. 
Wir haben die Rechnung für n ı und n= 7 ebenfalls durchgeführt, die Abb. 13 
und 14 geben in den Abweichungen der zugehörigen Belastungskurven von ihrem Mittel 
wert eine Vorstellung von der erzielten Genauigkeit. Die Abb. ı5 und 16 zeigen den 
Verlauf des Druckes und der spez. Span- | 
nungen mit zunehmendem Biegungspfeil; die "rlastungstlächen eingespannter Kreisplatten 
schrägen (Geraden entsprechen der Theorie 
für unendlich kleine Durchbiegungen. Der 


Belastungstlächen eingespannter Kreisplatten 
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Eingespannte Kreisplatte großer Ausbiegung 
Belastung Spannung in der Mitte (u 0) und auf dem Rande (u—1). 





\bb. 15 \bb. 16 


Zusammenhang des Biegungspfeiles / in der Mitte der Platte mit dem Druck p kann etwa 
bis zur zweiundeinhalbfachen Dicke durch die Funktion 


pa* U 4 az r\? : 
. —— 9,6.) : + 3,02 ) i ; : . . (60) 
Eh h h 


wiedergegeben werden. Die Platte wird am stärksten auf dem Rand verbogen und be- 
ansprucht, die mit der zunehmenden Wölbung in einem Randring sich mehr und mehr 


| | verschä Bier inet die Z ‚X PO- 
a Laie Wickie erschärfende Biegung bringt die Zunahme des Expo 


ercßer Ausbiegune. nenten n im Ansatz (46) zum Ausdruck. 
In ähnlicher Weise läßt sich die Biegung einer frei 
auiliegenden Platte durch den Ansatz 


i+rv 
(DD on C (u u") ’ r ’ . (61) 


n + / 


Y 
| 
| 
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behandeln (Abb. 17). Sie gibt Anlaß zur Entstehung von 
Druckspannungen in tangentialer Richtung in der Mittel- 
läche entlang des Randes. 


Buch 4. Versuche mit Glasplatten. Die Grundlagen 
r der T'heorie der Biegung dünner Platten und Schalen be- 
dürfen nach zwei Richtungen einer experimentellen 
Nachprüfung. Soweit es sich um die elastisch- 
isotropen Körper und die aus einem Haufwerk von 
reeellos orientierten Kristalliten aufgebauten Körper handelt, 
deren Teilchen unter den in Betracht gezogenen Span- 
nungszuständen gut zusammenhalten und keine merk- 
lichen Schiebungen entlang ihren Grenzflächen oder in 
ihrem Innern erfahren, sind die allgemeinen Grundlagen 
ihrer mathematischen Theorie erfüllt. Sie werden durch 
die zahlreichen Versuche gestützt, die man mit stab- 
förmigen Körpern aus diesen S!olien gemacht hat. Unter 
Klastizitätsversuchen, die den Vergleich mit der Theorie 
an plattenförmigen Körpern anstrebten, sind mir nur die 
mit kreisförmigen Flußeisenplatten gemachten Versuche 
An von A. Föppl') bekannt. Die zahlreichen Versuche von 


» 





0\2 710 
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Biegungspfei I) Mitteil. aus dem mech.-techn. Laboratorium der Techn. 
\hb. 17 Hochschule Münehen, 1900, 
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CO. v. Bach lassen sich zu einer Ueberprüfung der Plattentheorie nicht heranziehen, weil bei 
ihnen die Einhaltung genauer definierter Randbedingungen nicht beabsichtigt war. An den 
in der Mitte und exzentrisch durch eine Einzelkraft belasteten, frei aufliegenden Platten von 
A. Föppl zeigte sich eine gute Uebereinstimmung der theoretisch verlangten mit der 
beobachteten Gestalt der durchgebogenen Platte, die absoluten Werte des aus den Bie- 
gungsversuchen abgeleiteten Elastizitätsmoduls standen aber nicht in ganz befriedigender 
Uebereinstimmung mit dem aus anderen Versuchen bestimmten Wert. Zu erwähnen wäre 
ferner die Bestimmung der Frequenz transversal schwingender quadratischer Platten von 
Walter Ritz'), über deren Zahlen die Beobachtungen von Strehlke vorliegen. 
Während also das Elementargesetz in den elastisch-isotropen Körpern als bestätigt 
gelten darf, bleibt bei den Platten aus solchen Stoffen das Verhalten auf dem Rande 
noch zu beachten. Die in der Theorie gemachte und in der Mehrzahl der in den An- 
wendungen vorkommenden Biegungsfälle von Platten und Schalen zutreffende Voraus- 
setzung kleiner Durchbiegungen im Vergleich zu ihrer Dicke hat zur Folge, daß die 
Urgenauigkeiten in der Herstellung ihrer Auflagerflächen oder die Verschiebungen, welche 
die Ränder wegen der elastischen Nachgiebigkeit der Unterlage erleiden, die Grenzbedin 
gungen beeinflussen dürften. Die praktisch wichtige Frage, wie groß die zu erwartenden 
Abweichungen sind und bis zu welchem Grade die der Rechnung zugrunde gelegten 
Grenzbedingungen frei aufliegender und eingespannter Plattenränder in den praktischen 
Konstruktionen als erfüllt betrachtet werden können, ist nicht hinreichend geklärt. So 
entziehen sich die Bewegungen der Ränder der frei aufliegenden Platten während 
ihrer Belastung einer genaueren Kenntnis. Die in der Rechnung gemachte Voraus 


setzung stetiger Auflage dürfte — wie man schon aus den alten Versuchen von 
Bach weiß — bei Platten mit ausspringenden Ecken kaum erfüllt sein, wenn nicht be- 


sondere Vorkehrungen getroffen sind, um das Abheben der Ecken zu verhindern. Es ist 
wahrscheinlich, daß man ihren Formänderungs- und Spannungszuständen eher näher 
kommen wird, wenn man den entgegengesetzten Grenzfall, nämlich den der Punkt 
stützung beispielsweise bei rechteckigen Platten in den Seitenmitten der Rechnung 
zugrunde legt. Hr. Professor L. Prandt! hat es mir in dankenswerter Weise ermög- 
licht, mit von der Jubiläumsstiftung der deutschen Industrie zu diesem Zweck freundlichst 
gewährten Mitteln einige Versuche mit kreisförmigen Platten machen zu können. Aus 
dem eben Gesagten ergibt sich für die mit Platten anzustellenden Elastizitätsversuche die 
Forderung der scharien Einhaltung der Grenzbedingungen. Von den zahlreichen Lösungen 
der Plattengleichung düriten sich zu einem Elastizitätsversuch besonders solche eigenen, 
die.zı einem statisch bestimmten System der Auflagerreaktionen gehören. Für diesen 
Zweck kommen der Belastungsfall einer rechteckigen Platte durch vier in ihren Eeken 
angreifende Einzelkräfte in Betracht, die gleich, jedoch paarweise entgegengesetzt ge- 
richtet sind, an dem ich vor einigen Jahren Versuche anstellte, und beispielsweise die 
hier erwähnten Formänderungszustände in zwei oder höchstens in drei Punkten unter- 
stützter kreisförmiger Platten.‘ Einige Biegungsversuche, die ich mit in dieser Art unter 
stützten kreisförmigen Platten aus (Glas machte, ergaben eine recht gute Uebereinstimmung 
der von der Rechnung verlangten Form der verbogenen Platte mit der beobachteten. Als 
Belastung wurde die Einzelkraft in der Mitte gewählt. Die Durchbiegungen der Platte 
konnten mittels eines zugespitzten Fühlstiftes an jeder Stelle der Platte beobachtet werden. 
Der Elastizitätsmodul des Glases wurde, ähnlich wie dies bei den Versuchen von A. Föpp] 
geschehen war, aus Biegungsversuchen mit schmalen Streifen (es wurden drei Streifen unter 
einer Einzelkraft in der Mitte und drei Streifen in reiner Biegung untersucht) ermittelt: 


Biegung von Streifen unter Einzelkraft 7235000 723000 731000 Mittel 726000 
reine Biegung . . : 2 2 20202020. 0..730000 728000 733000 | 730000 


Mittel aus Streifenversuchen: 728000 kg/em‘?. 


Die kreisiörmigen Platten wurden entweder in zwei auf einem Durchmesser oder 
in drei in einem gleichseitigen Dreieck gelegenen Randpunkten auf Stahlspitzen (um die 
Platte gegen das Kippen im Falle der Zweipunktstützung zu sichern, wurde statt der 
einen Spitze eine kurze Schneide benutzt) gelagert und in der Mitte belastet. Mit Hilfe 
der Formeln für den Biegungspfeil der in zwei bezw. in drei Punkten gestützten Kreis 
platte wurden aus den Plattenversuchen die folgenden Werte für den Elastizitätsmodul 
ermittelt: 


') Annalen der Physik, Bd. 28. S. 737, 1909. 
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Platte | > 3 

Platte liegt in zwei Punkten auf ur 728000 733000 718000 Mittel 726000 

drei ‘13000 30000 718000 720000 


Mittel aus Plattenversuchen: 725000 kg/em‘“. 


Die Uebereinstimmung der aus den Biegungsversuchen mit den Streifen und mit 
den kreisförmigen Platien nach der Kirchhoffschen Plattentheorie berechneten Durch- 
biegungen fällt sehr befriedigend aus. Zum Vergleich ist nachzutragen, daß hier für die 
Poissonsche Zahl ı /s, der aus sonstigen HKlastizitätsversuchen mit Glas bekannte 
Wert angenommen wurde. Die Formeln für den Biegungspfeil hätten ohne weiteres ge- 
stattet, auch die (Wuerdehnungszahl neben dem Elastizitätsmodul als eine unbekannte 
Materialkonstante anzusehen und zu ermitteln. Wegen der Uebereinstimmung der obigen 
Zahlen wurde von der genaueren Ausgleichung abgesehen. Es darf noch erwähnt 
werden, daß sich die von den Punktbelastungen hervorgerufenen Störungen im Spannungs 





| Fo | | zustand bei den Grlasplatten 
Versuche mit freiaufliegenden kreisförmigen Glasplatte . y 

R | | wegen der kleinen Werte der 
\W | Schubspannungen nicht bemerk- 
“ı bar machten, während ich bei 
Serg__| we / | | | meinen früheren Versuchen mit 
| 0 901 002008 0 in ihren Ecken durch Einzel 

EI 1. a | = . 
a Maßstab für on kräfte belasteten «uadratischen 
RER | / / | / / / Platten ihren Eintluß deutlich 
feststellen konnte. Als ich die 
/ / / / / / / Versuche mit auf ihrem Umfang 
Ki / / | / f / / / | abgestützten Platten wiederholte 
Abb. 18), konnte die Linearität 
/ / / / / / / zwischen den Durchbiegungen 

O4 


/ / J / Y # wä - und der Kraft unter kleinen Be 
} Y nase, |astungen nicht beobachtet wer- 

/ / / IV # vr „> “ den, zum Zeichen daß sich die 
ef L_ 1 _ — Platten erst allmählich an ihre 
Unterlage anlegten. Aus der 
Neigung der mit der steigenden Belastung schließlich sich einstellenden mittleren (reraden 
ergaben sich jedoch mit Benutzung der Formel für den Biegungspfeil der frei aufliegenden 
Platte die Werte des Elastizitätsmoduls 
Platt: | 2 


728000 732 00UV 06000 kg/em‘, 


die mit Ausnahme des letzten Wertes ebenfalls nahe zum obigen Mittelwert liegen. (Die 
Platte 3 war, wie durch Abklopfen auf ihrer Unterlage sich zeigte, am wenigsten eben. 
Bei Eisen oder Stahl hätte sich vermutlich der Einfluß einer ungleichmäßigen Auflage 
auf dem Rand auf den Biegungspfeil wegen des größeren Elastizitätsmoduls stärker be- 
merkbar gemacht 


5. Versuche mit S$Stahlblechplatten. In 




























































































= 1 einer zweiten Versuchsreihe wurden die Durch- 
De nn treten bieegungen von dünnen, unbearbeiteten 
ed En Stahlblechplatten, die einem hvdraulischen Druck 
ausgesetzt waren, eemessen. Sie hatten eine Dicke 
j von 4 mm. Die Versuchsanordnung zeigt die Abb. 19. 
Eu. | In ihr konnten sowohl eingespannte, als freiauflie- 
2 = gende Kreisplatten belastet werden. Die Einzel: 
Abb. 1% heiten der Randbeiestigung sind aus den Abb. 20 
und 21 zu ersehen. Der Elastizitätsmodul des Stahl- 
sie blechs wurde an zwei Streifen mittels 
Biegungsversuches zu 

We E 2050000, 2140000 kg/cm‘ 

S ; und mit Martensschen Spiegelgeräten 
rn: aus Zugversuchen gleich 

FE = 2090000, 2110000 kg/em’ 

\bb 20 \bb 21 im Mittel gleich X 2110000 kg/em° er- 
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mitteilt. Die ein- Biegungsversuche mit eingespannten Kreisplatten aus Stahl 
gespannten Plat- | | Gage Hauer ar u / 77 | 17] 
ten hatten einen /\/ y| / If % 
äußeren Durch- wi zu N 7 | | 7 A 
messer von 25 em Nr 74 / / Nr 2], Nr # N N 8 
und einen Halb | | | 71 N mM 
messer des Ein- //\/ UM EIER ; / ge 
spannungskreises A, / 7 Wu ji [mm da and 
von a- 10,77 em. | //! NL! /\/ eberl/ geh ill Hier 6 
Die Platte 14 war / V/ N / / ih 7 I HA S 
im Anlieferungs | FEITEEE NY / KIIJIUN Fe 
zustand eben, die Y‚/J /\/ (I // VW FE BE / | 
Platten 11 und 12 ®, / I JY.U4 U KAFIFTZZ | 4 
waren um einige a, VUN I/Y/ I// /V/ 
Zehntel Millimeter EURER fl l\ IV AJI NIMM | 3) 
krumm und wur- V/V /\/ I W U I/II! JS Hi/Y | 
den nicht gerich- , _/ // ff f, F Fl PRIBETF, 2 
tet. Die Abb. 22 £ f /Y IV] ZI SV / / be Be 
zeigt die mit ihnen Zu fi / INS YJ/JI 0 9% _Qes__gecm 1 
vorgenommenen va, 7 /| Y Mi /’IIYIUI Durchbiegungen 
Biegungsversu- en he | u | De 
che, als Abszissen 0 


sind die Durch- 

biegungen in der Mitte (/), als Ordinaten die Drucke in at aufgetragen. Die einzelnen 
Kurven sind in wagerechter Richtung verschoben gezeichnet. Die Zahl unter dem An 
fangspunkt jeder Kurve bedeutet die aus den vorangehenden Versuchen zurückgebliebene 
bleibende Durchbiegung in Schätzungseinheiten der Beobachtungsskale. (100 S.E. be- 
deuten 0,02 cm.) Mit Benutzung des aus den Biegungsversuchen mit den Streifen und 
den Zugversuchen bestimmten Wertes des KElastizitätsmoduls und einer Poissonschen 
Zahl » = 0,35 mußte der Zunahme des Druckes p um l at nach der für unendlich kleine 
Durchbiegungen gültigen Formel des Biegungspfeiles 


2 | *) n* »a* 
— u IT 
16 Eh’ Eh” 
der auf ihrem Umfang r a eingespannten Kreisplatte von der Dicke / eine Zunahme 
der Durchbiegung in der Mitte um 


Platte 14 L1 L2 
h= 0,398 0,402 0,405 cm 
a 10,77 10,77 10,77 
f 0,0174 0), 0168 0,0165 » 


entsprechen. Die beobachteten Werte waren 


Platte 14: Versuch 1 0,0100 Platte 11: Versuch I 0,0192 Platte 12: Versuch I 0,018» 
2 0,0181 2 0,0194 > 0,0183 
3 0,0184 3 0,0195 3 0,0183 
4 0,0182 1 0,0184 


o V.0185 


durchwegs größer, im Mittel um 6,1, 12,0, 15,5 vH. Man wird kaum fehlgehen, wenn 
man diesen Unterschied einer wohl kaum zu vermeidenden Unvollkommenheit des ein 
gespannten Randes zuschreibt. Die radialen Dehnungen der Platte können längs des 
Randkreises r—=a«a nicht plötzlich aufnören und ein Stück der Platte jenseits des Ein- 
spannungskreises muß zur Deformation herangezogen werden. Die Wirkung dieses mit 
Gleiten verbundenen radialen Nachgebens ist dieselbe wie eine Vergrößerung des »Ein- 
spannungshalbmessers« a. Gelegentlich von Stabilitätsversuchen mit flachen Stäben hat 
Prandtl ähnliche Beobachtungen gemacht, bei denen eine durch die Reibungskräfte 
während des Gleitens in den Einspannungsbacken hervorgerufene Hystereris in den Last 
Durchbiegungskurven zutage trat. Eine Versuchsreihe mit einer eingespannten Platte 
nach der Ueberschreitung der Fließgrenze zeigt die Abb. 23. Die anfängliche Neigung 
der Kurven bei der Last Null nimmt, wie man sieht, nach jeder Laststeigerung zu. Einer 
Zunahme des Druckes um lat bei der Last Null entsprachen die Durchbiegungen: 
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Versuch 4 5 6 7 S ) 10 1] 
vor dem Versuch belastet bis v 1 13 16 19 22 25 30 at 
Durchbiegung 10985 196 196 19% 191 184 178 151-10-° em. 


| In diesen Zahlen 
"iin versuche IT einer elnwve pannten, kreis 


förmigen Platte aus Stahlblech bei großer Aus Ba ‚ı) äußert sich das Stei- 


un; 7 .//.._28) ferwerden der Platte 
45 S;,| während der Wöl- 
| S | bung trotz des durch 
Ad /H 24 das starke Fließen 
/ „„, einsetzenden Span- 

| | nungsausgleiches. 
7} ..«2| Die große Hystereris- 
ara. rer ;s, Schleife zwischen den 
vyı Y 133 I 1 Belastungs- und Ent- 
; IH .®| lastungskurven am 
y WY I\// ‚,, Ende der Versuchs- 
Se | | reihe-rührt vom star- 
m. 74 =) ken Fließen, das nach 
ABA / FE o\ jeder Lastumkehr von 
| | neuem einsetzt, her. 
”; Nach dem _ letzten 
AN 6) Versuch hatte die 
IA Platte eine bleibende 
; Wölbung mit einem 
0 004 008 Ge 0% 20cm 2) mittleren Pieil von 
TRUE | | / lo. Zurorlegung —— | etwa 3,3 mm, Die 
16 wurde hierauf mittels 
Abb. 23 Hämmern, so gut es 
eing, eben gerichtet. 
Üin 8 Monate später mit ihr vorgenommener Elastizitätsversuch ergab für 1 Atm. Druck- 
zunahme bei der ersten 0,0212 cm und bei der zweiten Belastung 0,0205 em Durch- 
biegung. Die versteifende Wirkung der Wölbung war zwar verschwunden, dalür zeigten 
sich aber, von den kleinsten Drucken angefargen, sehr beträchtliche bleibende Form- 
änderungen, zum Zeichen der starken Selbstspannunrgen, die das Richten in ihr hinter- 

lassen hat'!e 





723 1 YSY 95 DE CHSE 
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Kinen Klastizitätsversuch mit einer freiaufliegenden Platte (Dicke 
0,401 cm, llalbmesser des Auflagerkreises 9,79 cm, Halbmesser der Platte 9,97 cm) zeigt 
die Abb. 24. Die mit Nr. 6 versehene Kurve wurde erbalten, nachdem zwischen die 
Platte und ihre Unterlage drei Beilagen von '/ıo mm Dieke in drei annähernd ein gleich- 
seitiges Dreieck bildenden Punkten geschoben wurden. Sie verläuft etwas flacher als die 
früher aufgenommenen Kurven und weist eine Zunahme von 0,0457 cm auf. Die Kurven 
‚ und 8 bezieben sich schließlich aul zwei Biegungsversuche, während welchen durch 
zwei Beilagen von 0,67 mm Stärke eine Stützung der Platte in zwei auf einem Durch- 
messer gelegenen Punkten erzwungen wurde Die Erklärung für den Knick in den 
Kurven liegt auf der Hand; unter der Last, die ihm entspricht, erreichte der Plattenrand 
in neuen Stellen zwischen den beiden ersten Stützpunkten die Unterlage und ruhte, von 
diesem Druck angefangen, vermutlich in vier Punkten auf. Wenn man nicht dicke 
Platten mit einer sorgfältig bearbeiteten Auflagerfläche verweudet, wird man eine exakte 
Erfüllung der Randbedingung innerhalb der Fehlergrenzen der Versuchsreihe der in sta- 
tisch bestimmter Art unterstützten Platten kaum erwarten können. Die Durchbiegung 
der freiaufliegenden Platte hätte für die unendlich kleinen Wölbungen mit einer Poisson- 
schen Zahl von r— 0) 
3 {fr ‚\ 4 ' 
fo - 2 zb N .— 0,696 „ah 
16 Eh’ Eh’ 
betraeen und eine Zunahme von 
0,0471 cem/at 
bei der Last Null aufweisen müssen. Dieser Betrag weichtum 6,3 vll vom beobachteten 
Mittel ab. Die im elastischen Bereich der Formänderungen aufgenommenen Kurven 1 bis 5 
zeigen in ihrem weiteren Verlauf die von der Theorie der Platten großer Ausbiegung 
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verlangte Form. Ein genauer Vergleich mit der von der ltechnung geforderten Kurve 
wird wegen ihrer bereits am Nullpunkt um den eben angegebenen Betrag abweichenden 
Neigung erschwert Versuche mit freiaufliegenden Kreisplatten aus Stahl. 

Wir haben vorhin auf 
die Wirkung der Eigen- 
spannungen in der nach 
einer bleibenden Wölbung 
wieder durch Hämmern eben 
gerichteten Platte hingewiesen. 
Während die Gegenwart von 
Eigenspannungen in einem 
kompakten Stück eines elasti- 


schen Metalles in einem zn | Pe 
\ a0 a ” ae . z 5 
Klastizitätsversuch nicht fest Hs a“ 
gestellt werden kann und / >48 
sich höchstens in der Ver- n- . m 
schiebung der Fließgrenze o ,5—— t | 

. R FT 23 5 
äußern wird, läßt sich leicht + Y 
einsehen, daß Kigenspan- wem, ı 7 7 
nungssysteme, welche die 277 1109 
. . .. At 
Mittelebeneeiner dünnen Platte P VA vYı 
spannen, sich in ihrem Ver- [ en |, FF ı/ıIT | 

. V\ ‘ 

halten während eines Bie- „Je 
gungsversuches verraten müs- | | er ı/ı/ 
sen. Wenn die Zugspannun- rn A | 
gen in ihr überwiegen, ver- . 





und umpeekehrt, wenn in 


& e . > steif N 
hält sich die Platte steifer O | A PS 


ihrer Mittelebene die Druck- | as 
spannungenvorberrschen, wei- _ % Fi 
cher als im natürlichen Zu- VY 
stand. Es ist mir nicht be- GG y; 

kannt, ob die Wirkung dieser „|!_-/ Ri 
Eigenspannungen auf die 7. 
Schwingungen beobachtet ist, 7 
welche die Platten infolge oa? ar 
ihrer Biegungssteifigkeit voll- 
führen können. Sie müßten | / Durchbleauma 
sich in einer Hebung bezw. De 1904 0108 Olre RZ 0,20 0,2% 1928 cm 
in einer Senkung des Tones | 
äußern (eine unter einer 
Knickbelastung stehende Platte hat die Schwingungsdauer unendlich 


Abh. 24 


Wenn eine eingespannte kreisförmige Platte durch einen gleichförmigen Druck p 
belastet und in ihrer Ebene gleichmäßig durch eine Zugspannung 6 angespannt wird, ist 
ihr Wölbungspfeill ın der Mitte nach der Theorie der unendlich kleinen Durch- 
biegungen gleich 


p.a* | 2 (Jo ltaa 1) | 
w = | + u 
4 NL ‚ara’Jı (iaa 
Ä . a Eh’ Zr Th 
wo mit a ihr Halbmesser, mit A ihre Dicke, mit N = Trr 2) mit «= und mit Jo 
N v” d 


bezw. /ı die Besselschen Funktionen der Zeiger Null und Eins bezeichnet sind. Den 
Zahlen entsprechen die Wölbungspfeile 


ca= 0 1 2, 3, h, 5 


L) h) 
w —= 0,0156 0,0146 0,0122 0,0096 0,0074 0,0057 , 

Nachdem die Spannung proportional «@° ist, nehmen die zu den angeschriebenen 
Zahlen &@a gehörigen Spannungen wie die Quadrate zu. Sie zeigen bereits innerhalb 
unendlich kleiner Durchbiegungen die starke Abhängigkeit des Durchhanges von einer in 
ihrer Mittelebene gleichmäßig angespannten und durch einen Druck in der Querrichtung 
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belasteten Platte von dieser Spannung an. In einer gerichteten Metallplatte oder einer 
Platte, welche in ihrer Ebene bleibend verzerrt worden ist, verbleiben nach ihrer Ent- 
lastung Selbstspannungen. Es ist deshalb wahrscheinlich, daß man für die Elastizitäts- 
konstanten aus Versuchen mit solchen Platten nicht dieselben Werte finden wird, wenn 
auf die Eigenspannungssysteme keine Rücksicht genommen wird, wie aus Versuchen mit 
Platten, deren Mittelebene im natürlichen Zustand ungespannt ist. Der störende Einfluß 
der Eigenspannungen hätte vermieden werden können, wenn die Versuche mit aus- 
geglühten Metallplatten gemacht worden wären. Die Versuche mit den nicht besonders 
hergerichteten Stahlpla'iten lassen die Größenordnung der Abweichung erkennen, die man 
unter der Anordnung der Abb. 19 bis 21 in der Erfüllung eines eingespannten und eines 
frei aufliegenden handes beim Kreis zu erwarten hat. Die Versuche von A. Föppl und 
die hier erwähnten mit den Glasplatten dürften den Nachweis bestärken, daß, wenn auf 
die Voraussetzungen der Rechnung in den Versuchen hinreichend geachtet wird, die be- 
rechnete Form der verbogenen Platte in guter Uebereinstimmung mit der beobachteten 
gefunden wird. Die Versuche mit den Stahlplatten zeigen, daß mit den Anordnungen 
der Abb. 10 bis 21 praktisch auf eine Verwirklichung der Grenzbedingungen eines ein- 
gespannten und eines frei auiliegenden Randes (innerhalb der angegebenen Fehlergrenzen 
gerechnet werden darf. Das Verhältnis der Dicke zum Durchmesser betrug für sie '/a0o, 
für dickere Platten und solche mit bearbeiteten Auflagerflächen dürfte eine kleinere Ab- 
weichung zu erwarten sein, für wesentlich dünnere Platten jedoch die Einhaltung 
oder Verwirklichung genauer definierter Randbedingungen praktisch schwierig werden. 
Kinige Versuche, die ich in dieser Richtung mit 3 mm starken Stahlblechplatten von den 
selben Abmessungen machte, scheiterten an ihren anfänglichen Unebenheiten. 


6. Bemerkung über Betonplatten. Das zweite (rebiet, auf dem ein Bedürfnis 
für die Vornahme von Versuchen vorliegt, ist das der unvollkommen elastischen 
Körper, vor aliem das des Eisenbetons. Sein elastisches Verhalten, soweit man von 
einem solchen sprechen kann, unter zusammengesetzter Beanspruchung ist noch gar nicht 
näher bekannt. Die Klärung der für die Berechnung der Eisenbetonplatten wichtigen 
Fragen wäre von der Untersuchung einer homogenen und einer durch Eisenstangen nach 
zwei zueinander senkrechten Richtungen bewehrten Betonplatte unter gleichmäßig verteilt 
wirkenden Randmomenten zu erhoffen Die Beschränkung der Versuche auf einen in 
statischer Hinsieht einwandfrei definierten Spannungszustand wäre wünschenswert. 


Ks ist wahrscbeintich, daß man dem Verhalten der porösen Betonmasse durch die 


Annahme einer Poissonschen Zahl vr = 0 Rechnung tragen kann. Die amerikanischen 
Ingenieure scheinen diese Annahme in ihren Berechnungen der in den Vereinigten 
Staaten viel ausgeführten durchlaufenden Decken zu benutzen! Wenn man von einem 


Dimensionsfaktor absieht, nehmen die aus der Theorie für die elastischen Platten ent- 
nommenen Spannungsmomente die Form 


an, mit Hilfe von welchen Formeln in der Erfüllung von statischen Grenzbedingungen 
eegenüber der gewöhnlichen Theorie eine nicht unbeträchtliche Vereinfachung in der 
Rechnung zu erwarten ist. Trotz der Unfähigkeit der Betonmasse, Zugspannungen von 
nennenswertem Betrag aufnehmen zu können, würde man die Betonplatte auf Grund 
dieser Formeln zuerst als eine homogene und elastische Platte rechnen. Für die Be- 
messung des zur Verstärkung in die Betonmasse zu versenkenden Gerippes der Eisen- 
einlagen wären die durch die obigen Formeln gegebenen Momentenflächen als maßgebend 
zu betrachten Mit Rücksicht auf statische Gesichtspunkte wären die Eiseneinlagen 
so zu verlegen, daß sie den Hauptbiegungsrichtungen der homogenen Platte folgen 
würden. Die auf die Oberfläche der Platte zu beziehende Dichtigkeit der auf den 
Zugseiten anzubringenden Eisenbiündel wäre den Hauptbiegungsmomenten proportional 
zu setzen 217 


Göttingen, Ende September 1V22 


I) Man vergleiche «lie zusammenfassende Arbeit von H. M. Westergaard und A. Slater: 


‚ments and stresses in slabs Proc. of the american conerete Institute, 17. 1921. Nr. 32. 
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Baumechanik. 


Erweiterung der Clapeyronschen Glei- 
chung. Die Berechnung (ler Stützenmoment: 
des durchlaufenden Trägers wird bekanntlı 


durch die zuerst 1IS»», von Berlot spalten 
1557) von Glapevron aufgestellten Gleichuı 

sen geleistet, die allgemein als die Clapex 

ronschen Gleichungen bezeichnel werden. 9ı 


bilden eine Beziehung zwischen den drei Stül 
zenmomenten von zwei aufeinander fo'genden 


Oellnungen und werden aus der BDedınzung 
voewonnen, dab «dıo elaslısche Linie stetig ver 
lauft. dab also ın der Z/wischenstülz di 


Tansenle an die elastische Linie für beidı 
Oellnungen die v„leiche Ist ..Schmidt stelit 
nun Gleichungen auf, die drei beliebige Stützen 
moment: M,, M,.. M. umlassen. indem er \ 

vr ] 


der bei deı erechnung stlalısch unbestimm 


ter Systeme üblichen Einführung statisch wuı 
bestimmter Hauptsyvsteme Gebrauch macht (Dei 


kKısenbau 1922. S. 71 bıs 77 Das auf vielen 
Stülzen gelagerte Trägerstück p, ı wird i 
ddhıe zwei IHauptsvstem: D ! tırıdl 0 /erIeQ 


mit den Stülzenmomenten M,. MM. und M 
In Hinblick auf di Stetiekeit der Bıiıezungs 


lınıe schließt diese an der Stütz r zu beide: 
Seiten denselben Winkel mit d Iräaserlini 
ein und aus diesem Ansatz vel die Mom 


sleiechun: 


MW My+1.r lo) M.\® 3, Ks 


ervor. d | eWISSeEM DIN ine EKErweiıleruı 
der \ lapı vronschen Gleichung vorste!lt 

st die Länge der Oelfnung zwisch« den >SLulz«ı 
i—-1 und 7 Mt. , ist das Moment am stalisch 
unbestimmlen Hauptsvstem ın «der Stuülze 
infolge der Ursache M | Die Momente M 
können für die einzelnen Iragerleile mit Hi! 
der gewöhnlichen Clapevı ‚ırschen Gleichung 
bestimmt werden Der Ausdruck /,,, enthält 
den Kınllub der Belastung. der Stlutzensenkun 
sen und der Temperaturwirkung über di 
Strecke p, 4 Sımıl aus dı>sen Gleichungen 


die Stützenmomente M-. M, u.s.!. »eelunden 
so werden alle übrisen nach ırvend einem Ver 
[ahren berechnet. wobei wieder jedes Haup 
system für sich zu betrachten ıs! Diese Mc 
Ihode eıgnet sıch besonde!:s dann. wenn bei 
vielen Stülzen nur einiee Stülzenmomenkk 


sucht werden 


Zur Berechnung des kontinuierlichen 
Trägers. Die Stützenmomente sind bei gleich 
förmig vertleilter Vollbelastuns eines Feldes 
leicht beslimmbar. viellach auch ın Tabellen 
zusammenvestellt und es sei z. B. ein Stülzen 
moment mit mpE oegeben wobei p di 
soleichförmis verteilte Belastung pıiro l.äangen 
einheit. / die Feldlänse und 77 -einen Zahlen 
Yaktor bedeuten J. Vinzenz zeiel. daß ma 
dann die Stülzenmomente,. die durch Belastun: 


dieses Feldes mil zur Mitte symmetrischen glei 


3 

ehen L.aslen entsteheı ein Fall, der ın praxi 
haulıs vorkommi tul eınlache Weis Iımden 
kanı Der Bauingentiveu 1021 S.695 bis 698 
und verg auch 1922. S. 280 \lan mub nuı 
die folgenden zweı FKivenschaft der Kınflub 
Iınıe für das Stülzenmoment. d einer kubi 
schen Parabel beachten Sy ist innerhalb 
einer Oellnung Ilacheneleich Imıl einer ge 
wöhnlichen Parabel deren  Scheilelordinak 
oleıch dei \lıttelordınal cl kubischen  ısl 
\us dieser Bedingun st dm ewohnliche Pa 
rabel geveben ern: sind di Differenzen 
der Ordinalen beider Paraube!n ın gleichen Ab 
standen von deı \lıtt entgevengeselzt gleich 
Daher ist für zwei zur Mitt symmetrische 
ınzellasten dı Strmıma ler beiden Einfluß 
rdiınalen gleich der Summe der Ordıinaten 
der gewöhnlichen Pai wl an derselben Stelle 


Das Stüulzenmoment erhält man «damit ın dei 


Form mpi mi ıls eınem Zahlenfaktoı 


Die allgeme belingung Für die Gleich 
ver! | /WeıI | 4 ar Ir dell 
In | | ik Slıdzı IIoOMEeNIK« IS 
Ikt dual | il l.u I 4 (im Se e] Nı 

Vinike I | L | I Stulzı 

Y 


Die Knickfestigkeit eines dünnen Stabes 


mit elastisch eingespannten Enden. Dir 
raue der Knickfeslickeil von dünnen >Stabeı 


wurde ın letzt /veıt mehrfach erorter! und 
es mub zugevebeı werch cl:ıla lest Pro 
bleme talsachlıch von eigenarlivoem MNeız id 
II. Zımmermaı dem «dıes \ul'oaben bi 
reils vıeles zu verdank« habe unltersuchl 
( ( 1% \rb I\ ‘ lfestio]l | 
EINES CLille1lloe Je} ıden Slam Im sınn dei 
klassıschen Theori l und /ugrundeleeung 
des vereinfachten Ausdruel ur die Dıillferen 
hhalgieichung der elastıschen Lin /entlralblal 
der Bauverwaltun 1922. 5. 34 bis 39 (‚runde 
satzlıch neue Erkenninisse können auf «diesem 


\Wes IK hl SPWONNEN werden ıher (dm Idaı 


stelluns Zımmerma IS ınlolg ılım 
Kinheitlichkeit von Interesse. 

"ur eınen Stab vo lo l.ang \ dei 
seinen Enden 1 umd 2 ıstisch veslulzt Ist 
durch eine Kralt 85 axıa belastet wırd und 
an (dessen Enden di Biedunesmomen! \/ 
bzw. g ınereifen erori bekanntlich dis 


Näherunestheorie der elastischen Lini ltr dm 
Neisuneswinkel der Biecoungslinie ın 1 und 


7) 20 1 u ' 
wobei u | ] e . vet" = I] 


Ss ja ‘s \sin « 


EJ i a 
=> 8 FE ist der Elastizitätsmodul di 
rs) 


leınste Träsheitsmome nt! 


der Wınke! len 


Stabmaleria's. J/ das k 


der Querschnillsfläche. 7,9 











RI FD 


ZEIT LITER NE 





Pw 


u 





100 Zeitsehrift für anrewandte Mathematik und Mechanik Band 2 


dıe Stabachse nach der Deformalion mil deı 
ursprünglichen Stabrichlung einschließt 


Bei elaslischer Einspannung eines Slabende: 
selzt man das hierdurch entstehende Moment 


proportional dem Ablenkungswinkel \ also 
soleich mv. wo m ein Zahlenlfaktor ist und das 
Kinspannungsmoment für den Winkel ı | 
vorstellt Bei positivem (z.B. rechts gedrehh 
tem) v Arıtt ein negatıves (also lınks drehen 
des .inspannungesmoment atıl ür einen 
an seinen beiden Enden frei drehbar gelaver 
ten Stab ıst »,,» I Führt man in diesen 
Fall S/— m,v, statt M, und Sf-- ms,v, stall 


Vs in die obigen Gleichungen ein. wobei f d“ 
Kxzentrizität der Längskraft. also S/ das durch 
die Längeskraft bewirkte Biegunesmoment am 
Stabende ıst. so erhält man durch Auflösung 


eine Gleichung für v, und eine Gleichung 
für x Zunächst sind zwei Fälle zu unler 
scheiden: der eine, daß f an beiden Stabenden 
positiv, der andere, daß / an einem Ende po 
sılıv, am andern negativ ısl Die Diskus 


sion der so entstehenden Ausdrücke zeigt: Ist 


die Exzentriziltät / gleich Null. so werden mil 
dem Zähler der erhaltenen Brüche die Ne 


sungswinkel \ sleich Null der Stab bleibt 
serade es sıht nur ein (Gleichgewicht 
der gleichförmigen Zusammenpressung. Wird 
soleichzeiligs auch der beide Male aleıche Nen 
ner Null, so sind und unbestimmt, d.h 


der Stab knickt aus ını Gedankengang der 
klassischen Theorie) So erhält man als 
nickbedingung 


(0) (1 + ı m; (1-+ vv mg) ! "2mı, a. 
\us dieser Gleichuns können nun die Knick 
lasten für verschirdene Finspannungsgrade m 
berechnet werden Die soeen Kulerschen 
Knickfäll der an einem Ende starr einge 
spannte und am andern frei drehbare Stab 
ler an beiden Enden frei drehbare Stab und 


( 


der an beiden Stabenden starr eingespannlte 


Stab erseben sıch jelzt a'’s Sonderfälle Bei 
vollständiger Einspannung ıst m ‚ bei freier 
Drehbarkeit ist m () Die Knicklasten des 
an einem Ende starr eingespannlen, am an 
dern sanz freien Stabes können aus der an 
seschriebenen a'lgsemeinen Form der G.eichu 

nı fur und | nsch den Wert 1,9 
enthalt L tı so bestimmt werden 

/ım erma elrachtet ın  seineı \h 

ındlu ıhnli Weise auch den Einfluß 
von Wa ruf dı (‚röße der Kniel 
last. wa | | \uswertun ın Druckven 
' hi wiıchlı — 


Ueber die Bemessung von Druckstäben. 


Die Frühere preußische‘ Staatsbahnverwallung 

| die gegenwärlige Reichsverkehrsverwal 
hi bel t sich zu den gleichen Grund 
salzen sibt als Vorschrift an Für Druck 
Spannungen sind di sleichen Zahlen anzu 
wendı wie für die Spannungen der Zugglieder 
\ußemlem ıst für di Drurkslieder nach der 
ulerschen Formel eine mindestens fTünffach« 
Sicherheit gegen Knicken nachzuweisen Im 
nelastischen Bereich wırd heute viellach nach 


en empirischen Formeln von v. Tetmajer 
rechnet. die z.B. bei Flußeisen für ein Ver 
ltnıs 7:1 105 (freie Stablänge durch Träg 


heilsradius «der Querschnittsfläch« für die 


I 
Knickspannung den Wert 3.11.-0,0114-- t/em? 
ı 
setzen, während die obigen Bestimmungen für un 


sefähr 6.» einen konstanten Wert vorsehen 


". Bohnv berichtet über ausgeführte Ver 
suche und verteidist an. Hand derselben die 
oft angefochtenen Vorschriften Der B 
nieur 1922, S. 135 bis 111 Bei gegliederlten 
Stäben liest die Aufgabe so, daß man durch 
sachgemäße Konstruktion möglichst die Wir 
kung eines cinteiligen Stabes zu schaflen sucht 
\n Versuchen. die von F. Voß im Material 
prüfungsamt Lichlerfelde ausgeführt wurden 
vergl. Der Bauingenieur 1922, S.S bis 11 
und an Versuchen des Deutschen Eisenbau 


auımoe 


Verbandes zeig Bohny, daß dies bei zweck 
mäßiger Ausbildung talsächlich erreichbar ist 
Daß aber nur der sogen. gesunde Sinn des 
erfahrenen Konstrukteurs allein imstande sei, 
diese Aufgabe zu lösen und daß weiler der 
Hamburger Slab vom eingeslürzlen großen Gas 
behälter nur Verwirrung in die Knicklrage ge 
bracht habe, kann nicht zugegeben werden. Di 
seinerzeit an den Einsturz geknüplften Erörte 
rungen (vergl. die Aufsälze in Der FEisenbau 
1911) waren entschieden für das Problem v>n 
Bedeutung und haben nur aulfklärend oewirk! 
Bei der Abhängiskeit der Knicklast veslieder 
ter Stäbe von so vielen Variabeln Profil. 
Vergitterung,. Bindebleche, Vernielung usw ist 
uch die Ausführung von svstema'ischen Ver 
suchen, «die sıch nicht auf theoretische Er 
wäasungen stüulzen. unmöglich und «es blieben 
alle Experimente mehr oder weniger dem Zu 
fall überlassen Und der »gesunde Sinn« des 
praktischen Konstrukteurs entsteht eben ers! 
durch wiederholtes richliges Konstruieren au! 
(‚rund theoretischer Erkenntnisse 


Die Berechnung der Spannungen eines 
durch eine Längskraft beanspruchten Eisen- 
betonbalkens, (er in seiner Symmetrie- 
achse von der Kraltwirkung ergrilfen ist, wird 
ın Deutschland gsewöhnli’h so vorgenommen 
daß man das Biegunssmoment der Längsskrafl 
auf den Schwerpunkt der vorhandeneı Be 
ton- und Eisenllächen bezielit Wenn das Bie 
sunesmoment und dıe Normalkraft »vese' en 
sind. ı1st a'sı> mit dem Hebelarm der L.ängs 
kralt auch ıhr Abstand vom bekannten 
Schwerpunkt festgelegt (Die Berücksichtigung 
einer durch die Längskrafit entstehenden Aus 
biegung ist infolge der immer großen Quer 
schniltsabmessungen  keineslalls erlorderiich 
Bei stärkeren Beanspruchungen dem sogen. 
Stadium Ilb in der Eisenbetonliteratur) ist 
die Betonzugzone unwirksam und €s wird 
rechnungsmäßig auf der Drucksvcite eine line 
are Spannungsverteilung angenommen. Je!zt 
ist auch der Schwerpunkt des wirksamen Quer 
schnitts ein anderer. V. Loup bere-hnet die 
auftretenden Eisen- umd Betonspannungen «eines 
doppelt bewehrlen Balkens mit Rechtecksquer 
schnitt derart. dab er das Biegsungsmoment 
uf diesen noch unbekannten Schwerpunkt 
bezieht. der erst von der Höhe der sich aus 
der Rechnung ergebenden Druckzone abhäng! 
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l.e Genie Civil 1922. S. 154 bıs 157 Dies 
kann natürlich nur durch allmähliche An 
näherung erfolgen. (Vgl. hierzu auch die Er 


örterungen zwischen B. Löser und E.Mörselhı 
ın Beton u. Eisen 1915 und in Armierter Beton 
1019 ,oup gibt zur Vereinfachung der 
Rechnung eine sinnreiche nomographisch« 
Darstellung Ks wäre sehr von Vorteil. wenn 
auch bei uns bei vielen Aufgaben der prak 
tischen Technik die Nomographie die ıhr ge 
bührende Beachtung fände 


Bei der Berechnung statisch unbesiimmiter 
Tragwerke ist es eine wesentliche Aufgabe, 
geschickt das Hauptsystem zu finden, um die 
Ueberzähligen möglichst einfach bestimmen zu 
können Doeinck wählt das Hauptsystem 
mit Hilfe des sogenannten elastischen Pols 
(Beton und Eisen 1922, S.33 bis 35 und 
S.43 bis 46 Wird irgend ein Punkt eines 
Stabzugs durch ein Moment beansprucht, 80 
sıbt es einen zugeordneten Punkt. den »elasti 
schen Pol«, der keine Lagenänderung erfahren 
hat. Ebenso kann man auch umgekehrt nach 
dem Salz von Betti aussagen. daß eine im 
Pol angreifend> Kraft im ursprünglichen Punkt 
kein Moment. sondern nur eine Verschiebung 
hervorruft. So erzeugt eine senkrechte Kraft 
im Pol die senkrechte Komponente der Ver 
schiebung d,.,, eine wagrechte Kraft 1 die 
wagreehte Komponente der Verschiebung d\, 
im Tragwerkpunkt. Für jede durch den 
Pol gehende Kraft gibt es eine zugeord- 
nete Richtung, in der keine Verschiebung 
auftritt. Es bestehen nun für den Pol 
zwei aufeinander senkrechte Achsen, für 
welche die Werte d,.„ und Ö,,n zu je einem 
Maximum werden Die Verschiebungen für 
eine Kraft 1 in Richtung dieser sogenannten 
Hauptachsen und die Winkelverdrehung des 
Tragwerkspunkts für ein im Pol angreifendes 
Moment 1 sind »die Grundwerte« des Poles 
Durch Lage und Grundwerte ist er eindeutig 
festgelest. Die Anwendung ergibt sich in der 
folgenden Weise. 

Bei einem beiderseits eingespannlen (dreı 
[ach statisch unbestimmten) Bogen wird als 
stalisch bestimmtes Hauptsystem der an 
einem Kämpfer eingespannte Bogen gewählt 
Für den anderen Kämpferpunkt wird der Pol 
bestimmt und im Pol die zur Senkrechten 
zugeordnete Richtung. Das dort wirkende Mo 
ment und die Komponenten der Auflagerkraft 
in Richlung dieser beiden zugeordneten Achsen 
sind drei voneinander unabhängige Gröben 
Geht eine Kraft durch die Pole zweier Punkle 
eines Tragwerks, so ruft sie in keinen der 
beiden Punkte ein Moment hervor. Beim beı 
derseils eingespannten Bogen kann man also 


auch so vorgehen. daß man die Pole a’, b’ der 
beiden Kämpferpunkte a und 5b als Kämpfer 
des Hauptsystems wählt. Und zwar bestimmt 
man a’, indem man den Bosen in b eing 
spannt, in a frei gelagert annimmt, 5’ indem 
man ıhn als ın a eingespannt und ın 5b frei 


voelasert betrachtet. Dadurch wird die in di 
Riehtuns a’ b’ fallende K ımponente der Aul 
lagerreaklivon unabhänseig von den Momenten 


ın a und b und somit das Hauptsystem des 
Bovens der beiderseils eingespannte Balken 
Die überzähligse Kraft in Richtung a’ b’ ist von 


den leberzähligen des Hauptsvstems unabhan 


gig Haben zwei Systeme einen gemeiı 
samen Pol und für diesen gleiche elaslısche 
(rundwerte. so sind sie ıi bezus auf den Pol 
und die in diesem zugeordneten Punkte gleich 


werlis. Man kann sonach, wenn man einen 
Stab eines Stabwerks betrachtet an Stelk 
der andern irgend «ein Gebilde setzen. wenn 
es nur inbezug auf den Anschlußpunkt den 
soleichen Pol und die geleichen Grundwerte hat 
\Mlan wählt z.B. einen an einem Ende einge 
spannlen parabellörmigen Träger, der mit seı 
nen Abmessungen so beslimmt werden kann 
daß diese Bedingsunsen erfüllt sind. Doeineck 
untersucht als ausführliches Beispiel für die 
ses Verfahren den durehlaufenden Bogsenträger. 

Die Berechnung eines symmetrischen 
Stockwerkrahmens bei horizontalen, in den 
Iinotenpunkten angreifenden Krälten gibt J 
Pırlet (Der Bauingenieur 1922, S. 18 bis 20 
Bei n Geschossen ist das Svstem 5nfach 
stereoslatisch unbestimmi im untersuchten 
Sonderfall erniedrigt sich die Anzahl der Un 
bekannten auf n In der Mitte jedes Quer 
riegels ı1st das Biegungsmoment gleich null 


es kann also dies Stelle als eın Gelenk 
angesehen werden Pırlet bildet jetzt das 
Hlauplisystem. indem er in die Fußpunkte der 
Ständer Gelenke einlegt. womit eine Kett: 
von Dreigelenkbogen entstehl Ueberzählig: 


sind die an den Fußpunkten der Ständer an 
sreifenden paarweise gleichen Momente in der 


\nzahl n \Mıt diesem Grundsystem gestaltel 
sich die Rechnung sehr einfach Die Koelli 
zıenten der Ueberzählisgen in den Hlastizitäts 
sleichungen sind leicht bestimmbar. da im 
Hauptsystem die Momente eines (Geschosses 


nur mit denen des darunter und darüber 
liegenden Geschosses zu kombinieren sind. Dis 


Klastızılätsgleichungen werden rekurrente Glei 


chungen mit je drei Unbekannten (nach Art 
der Gleichungen Glapevyrons beim konti 
nulerlichen Träger und können nach be 
kannten Methoden aufgelöst werden ISt 


J. Ratzersdorfer, 


KLEINE MITTEILUNGEN 


Ein rechnerisch-zeichnerisches Verfahren 
für parabolische Ausgleichung. Bekannt 


sind folgende Tatsachen der linearen Aus- 


gleiehung von Beobachtungen: Liegen 
zwischen zwei Veränderlichen x und y n Be- 
obachtungspaare ı,. y = 1,2..n) vor und 


wird die eine Veränderliche (r) als fehleı 
frei beobachtet angesehen, so ist die di 
„beste* lineare Auseleichunge darstellend: 
(erade 

Y at dr .. ‚da 


der zur y-Achse konjugierte Durchmesser der 








“NE 


"x 


n- 





Ze 7 u 


2 





102 Zeitschrift für angewandte 
Zentralellipse «des Beobachtungsbildes Ihre 
Parameter sind leieht zu berechnen. die Ge 


rade kann aber auch, wie ich an andereı 
Stelle gezeirt habe, nach einer graphostati 
schen Methode konstruktiv bestimmt werden ! 
Das Mali der Zuverlässiekeit dieser Geraden 
vom Standpunkt der Wahrscheinlichkeits 
theorie als \usdruel (es tatsächlieh ls be 


stehend ınv?enoInInenen Ilneiren (hesetzes kann 


man «durch eine >Sehns von „Fehlerhvperheln"” 
kennzeichnen * 
Mn den Ka . till wiıseh Il deli hbejltdden 
\erin lerlich: 1 F’ ein dur h ie (li ichung 
7 — (di | 9.70 ) 
sekennzeichnetel parabolischer Zusam 
nenhang besteht oder angenommen wird. 


hat H. M. Roeser unter der \oraussetzung 
dal lie [ehlerfrei bestimmte Veränderliche 


tets um gleiche Intervalle : fortschreitet 


ein einfaches Berechnunesverfahren für di 
Parameter anwerebeı las noch «durch ein« 
tabellarisch: Zusammenstellung ler bei den 
Beobachtuneszahlen n Abıs 31 auftretenden 


Koeffizienten erleichtert wird. Die Tafeln und 
die aneegrebenen Schlubformeln ermörlichen 
lie sehnelle Bereehnunge der Parameter sämt 
licher paraboliseher Funktionen zweiten Gra 


des und der alleemeinen linearen Funktion 


H Schw it hat das entsprechende Ver 
fahren ıtıl Ile ul vemeinste parabolisch: 
\ 
-— f} | } 


h \ 
I ] { T ! 
Br / 
rt.) \ 
rl | '/y ! 
l 1 .f 
d 
| ) 
| 
AN 
v7 











\hh 
\. Basel Mitteilunzen des k. k. Techni 
ehen Versuchsamtes Wien, | 1912, 2. HH. 382 
bis 30 und H. 8. 32 bis 3] Oesterr. Zeitsch 
für Vermessungswesen 1213, S. 11 bis 18 und 
S, 42 bis 41 
\. Base Sitzungsberichte d \kad. Wien 


3. Abt. Ila 1914, S. 1659 bis 1678 
H. M. Roeser. Scientifie papers of the Bıureaıı 
‚f Standards. Washington. Nr. 38 1920, S. 363 


‚a f ) 
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"unktion dritten Grades ausgedehnt und 
eine Zahlentafel anzerzeben, die die für die 
Berechnung der allgemeinsten Parabel zweiter 
und dritter Ordnung notwendieen Koeffizienten 
enthält 

In sehr vielen Fällen der Praxis wird es 
weniger auf eine genaue zahlenmäßize Be 





rechnung «der Parameter des Zusammenhang 
sesetzes als auf dessen möglichst verläßliche 
hldlicehe Darstellune ankommen Aueh wird 
deı ınschauliche Vergleich. inwieweit eine 
Gerade und inwieweit eine Parabel zweiter 
Ordnune als Bild des Zusammenhanges deı 
beiden Veränderlichen zutrifft. sehr erwünscht 
sein. ! 
Wird der Sehwerpunkt 8 des Beobacehtunes 

hildes als Ursprung des Koordinatensystems 

sewählt und schreitet «die fehlerfrei bestimmte 


Veränderlieh: um konstante Intervalle 2 fort j 
sc ie 
2 ml) 2% () 4 0) 3 

und die zur Bestimmung «ds Parameter des 
(resetzes > dienenden Normaleleicehunsen 
lauten 

J ‘ls r’ Ze U) 

a == TU (4) 
ag 7° EHE = 2°y 


Sie ereeben bei Berücksichtieune der be 


ınnten Summenformeln für Potenzreihen 


re 


> 177 
y- I 3 & \ 
> 
{ 
r / = ö 
(3 /9 1 v) (y } { .)) 





ER RE 








';, H.Schwerdt. Physikal. Zeitschı 23:- 3831: 


BZ Be Bi 


> sau udn Saab De nz ul Zn 2u 4 u el CE ur 


-) Siehe H. M. Roeser. loc. eit : H. Schwerilit 
loc. eit, Verel. auch Auerbach und Rothe, 
Taschenbuch, >. Jahrg.. 94, 96. 64. 1913: O. Th 
Bürklen, Formelsammlung, Sammlung Göschen, 
Nr. 51. 1912, S. 50 und 31 Die daselbst ange- 
gebene Summenformel für arithmetische Reihen 
höherer Ordnung ist auf Pötenzreihen ohne weiteres 
anwendbaı 
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| Hierbei werden die Reihen in den geschlun Der Schnittpunkt der im Punkte z, y an die 
eenen Klammern so lange fortgesetzt, als die Parabel (2) gelegten Tangente mit der y-Achse 
veränderlichen Zahlen in den runden Klam besitzt die Ordinate 
mern positiv bleiben. Damit ist die gestellte Ay r 
.n n ! ! a As I)a | 
Aufgabe rechnungsmäßig und zwar sowohl 1 3 
für ungerade als auch für gerade Beobachtungs iso für z == 
zahlen n eelöst. Die erste der drei Normal m 9g 
. { 
eleiehungsen (4) eibt schon den Zusammenhang } =» II lg x° | | 
N { ‚ 
aa = ‘1 == hy In | , 
2 2? 2a (15 
wobei , den dureh i 
S'x° | S schwankt daher zwischen a, und 4a 
/ ne /t ] ! ‘ 4 
n 12 


Schließlich ist 
definierten Trägheitsradius des beobachtungs > > R 
bildes in bezuz auf die y-Achse bedeutet DFr=EG CH= dd, ed, 16 


o "z” n+ |] 
)ie Gleichung 
Die Gl und schwankt je nach dem Werte von n 


= aa ‚ ii 183 

ojbt zeleiehzeitige das vorteilhafteste Gesetz des zwischen ao und 3 Somit schwanken 

“ „ y 
linearen Zusammenhanges der beiden Ver ' — ; ' ' P 

’ alle drel Strecken um den zlelicheı Ttras l 
änderlichen \us der Ableitunze der Gleichung | betrag ‘ 
(?\ nach r Iy E “a 0) Der Abb. 1 ist der Fall von n 5 Beobach 

As ® tungen zugrunde gelegt (das ist die einzi« 

SI zu ersehen. dab für 1 = KU), | h im Pıınkte endliche Beobachtuneszahl. hei der die drei 
(/ der Abbildungen. die Tangente FG an die Strecken zu a ın ganzzahlieem Verhältris 
das Gesetz des Zusammenhanges darstellende stehen Ks ist 
Parabel DUE zu der das vorteilhafteste lineare E 7 = 
€ g F / he ‘ \ ID 1 ER (I A) ll 3a 


(esetz darstellenden Geraden AB paı ıllel ist 


Be . DF EG CH=2 a. 


Durch den Parameter SC’ ist der Punkt € 


N ° j ° sn Die \hbl 4 entspricht dde a hae tlInasz! 
ä der Parabel bereits gegeben. Mit seiner Hilfe KORR | er Beobachtungszahl 
i . . N 4 4 I» I. ® . 4 7 = SET } ıS1 
und mit Hilfe der Geraden AP können leicht 
a . . . .. > } > Io 
die Punkte. die zu zwei dem Absolutbetrage DA ER An SH q 
) nach zleichen Abszissen zehören, und die 
i Tangenten in ihnen gefunden werden. Als ı DEF ] G CH | 
| wird am vorteilhaftesten der äußerste Wert ’ 
der beobachteten Abszissen x LEW ählt, also Ist Ad positiv, SU) Ist (ig neeativ. die Parabel 
| konkav nach unten (Abb. 1): ist «on neeatin 
ın 1)? ’ 10 1 1 1 . 
> so ı18st (19 POSITIV, die Parabel konkav nach 
Es ist oben (Ahh = 
j Y\ — ta. 1] Y (, ta«e ag ı2 Zusammenfassung 
( { 
; Hat man die das vorteilhafteste lineare 
4 Daher ist | 
x . h (sesetz veranschaulichende Gerade zezeichnet 
ID A ER Y 7 — An agc’ und die Ordinate des Parabelpunktes für die 
\ ze‘ Abszisse des Schwerpunktes des Beobachtungs 
c® n—2 - bild oerec] (d: at 
- | ) ) ao - 2m, 2 (15 ııldes L[erechnel aas 15St, wenn dieser Schwer 
| fx” n-+-| punkt als Ursprung des Koordinatensystems 
j und liegt, da n die ganzzahligen Werte von sewählt wurde, der Parameter a, der Parabel). 
drei (bestimmter Grenzfall) bis Unendlich an so kann man leicht die zwei äußersten Punkte 
' i Geh; | ”* N ler Parabel mit ihren Taneenten eewinnen 
ne an ann ım sehiete von dh, IS za, . . 4 ‚rn 
Ara in > und daraus soweit notiı« beliebive lan 
Im Grenzfalln =» wird der Ausdruck (13 venten der Parabel samt ihren Berührunges 
zu 2ao, d.h. Parabel- und Linear-Approxima punkten nach bekannten weometrischen Me 
tion zeeben zwischen den Endordinaten die thoden erhalten 193 


Fläche Null über der r-Achse Wien, im Mai 1022 \, Baseh 
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lechn. Hochschule in Wien. Wahrscheiıı les ganzeı vıellach bekannten und geschätz 
lichskeitsrechnuns und ıhr:« \nweil ten Gesamtiwerkes abveschlossen vol \uf deı 
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NACHRICHTEN 


Gründung einer deutschen Ingenieur- 
wissenschaftlichen Vereinigung. Im Verfolg 
der Bestrebungen, von denen an dieser Stell: 
wiederholt die Rede wart), ist anschließend 
an den Leipziger Nalurloörschertag am 21.Sep 
tember d. Js. in einer Versammlung von Ver 
trelern «der Ingenieurwissenschaften. der XMi 
chanik und der angewandten Mathemalik ein: 
(resellschaft gegründet worden, deren Aufgabı 


— n 


j 


dıe Pllege und Förderung der Forschuns au! 
allen den Ingsenieurwissenschalten zuzuzählen 
den Teilgebielen der Malhemaltik und Physik 
is! Der Verlauf der, wie wir hoffen. für dı 
\Weiterentwicklung ler deutschen lechnik 
nicht bedeutungslosen Sılzuns war Jolgender 
llerr Prandtl-Götlingen. der zum Vorsitzen 
den sewählt worden war. leslte in wenlilsen 


- 


Worten di unmittelbare Veranlassung deı 
Neusründung dar Ks sei notwendig. zu 
der jährlichen Naturforscherversammlung für 
ie Vorbereitung und Durchführung von Vor 
trägen auf den bezeichneten Grenzgsebielten 


eıne feste Organısalion zu schaffen. dıe mil 
der Leitung der Nalurforscherlase und den 


ıahestehenden (‚esellschalten la r dıe lases 
ordnung usl verhandeln könn: Dabeı be 
stehe nicht di \bsıcht, durch Bildung einer 
neuen \bteilung «eine weitere Zersplitlerung 
herbeizuführen. sondern es solle versucht wer 
den. wie bisher, im Rahmen der Abteilungen I 
und 3 (Mathematik bezw lechnische Physik 
zu verbleiben ( ber diesen nachsten /weck 
hinaus würde em Vereinicsung zur Förde 
rung «der Iheorelischen Ingenleurwissenschaft 

eine L.ück ausfüllen. die seit mehreren Jah 
ren von einer großen Zahl wissenschaftlich 
täliger Ingenieure lebhaft empfunden wird 


Nachdem dann die Ilerren Scheffers.llamel 
und Rothe-Charlotlienburs manniglachen DB 

denken gegen die beabsichtigte Neugründung 
\usdruck 


von v. Mises-PBerlin die Gründung der Ge 


-_ 


oeveben halten. wurde auf Antrag 


sellschaft mit Stimmenmehrheit beschlossen 
Kin weilterer Antrag. Beitriltserklarungen Ss» 
fort entigegenzunehmen und von jedem  Beı 
trelenden «einen vorläufigen Gründungsbeitrag 
von M50 einzuheben. erledigte sich dadurch, 
daß 26 von den Anwesenden sich in eıne 
Beitritisliste eintrugen und den Beitrag Ieı 
stelen. Lebhalt \ussprache knüpfte sich an 
den Anlrag die neue Vereinigung in eın or 
sanisches enses Verhältnis zum V.d.I| zu 
bringen elwa wi die Gesellschaft für Mk 
tallkunde um auf diese Weise die Geschäfts 
führung zu erleichtern und zu vereinfachen. 
Entgegen Einwendungen der Herren Hamel 
und Rothe wurde mil Stimmenmehrheit in 
diesem Sinne beschlossen Zur Ausarbeilung 
eines Satzungsentwurfes und zur Vorbereitung 
der nächsten Jahresversammlung wurde ein 
vorläufiser Ausschuß eingesetzt. bestehend 
aus den Herren Prandtl-Göttinsen als Vor 


) ma. 1. 19981, 8: 4320: BE 3, 19833: 8 333, 


silzender, v.Mıses-Berlin als Geschäftsführer 
sowie den Herren Emde-Stutigart, Gehler- 
Dresden, Hamel-Berlin, Knoblauch-Mün 
chen. Reıssner-Berlin, Trefftz- Dresden 
\uch über den endsültisen Namen, den di 
Vereinigung führen wird, soll der Ausschuß 
zugleich mil dem Salzungsentwurfe einen Vor 
schlag auf der nächstjährigen Tagung vorlegen 

Leipziger Naturforschertag September 
1922. Die Vertreter der anzewandten Mathe- 
malık und Mechanik können auch in diesem 


Jahre auf eine erfolsreiche Ta: deren 


sung, 

wissenschaftlicher Verlauf befrieligend war. 
zurückblicken Die Reihe der Fachsitzungen 
wurde eröffnet durch «eine Sitzune der 
\blteilune » lVechnische Physik) am 
19. Seplember nachmillags Der Vor- 
sılzende. Herr Prandtl-Göllinsen, wies ın 


einer kurzen Ansprache darauf hin, dab vom 
kommenden Jahr an die Vertreter der inge 
nieurwissenschaftlich serichteten Fächer sich 
ın einer besonderen Organisalion zusammen 
schließen werden. dabei aber die bisherige 
engi Fühlung mit den bestehenden Abtei 
lungen 1 und 5 des Nalurforscheriagses nicht 
aufgeben wollen. Hr. Berndt-Berlin berich 
let über dıe z. T. von ihm ausgearbeiteten 


exakten \ethoden zur Nachmessung von 
Schraubengsewinden. Die besten Messungen be- 
ruhen auf optischen Verfahren, wobei ein 
von Zeiß hersestellies Instrument den Meß- 
[fehler auf 10u herabzusetzen oeslattet (ro 


Bere Grenauiekeit ist nicht zu erreichen. da 


die Parallelität der Flanken des Gewindes 
nicht besser Ist Ir. Zeißiıs-Darmstadt führt! 
ein Zeichengerät vor, das ermöglicht, zwei 


harmonische Schwingungen beliebiger Amplı 


lude und Frequenz zusammenzuselzen Ir 

Schieferstein-Berlin zeigt an mehreren 

Beispielen, z. T. unter Vorführung von Appa 
f 


ralen, wit man durch \usnulzung prinzi 
pieller Eigenschaften der Schwinsung 


— 


SYOTLANLE 
den Nutzelfekt hin -und hersehender Massen 


verbessern kann Unter anderm wird eine 
zweipendelige Uhr vorgeführt, bei der das 
zweile Pendel zur Regulierung des ersten 


dient und dadurch eine aub-röordentlich hohe 
(leichmäßigkeit des Ganges herbeiführt. Hr 
Schmaltz-Oflenbacha.\M. fuhrt einen hand 
lichen Apparat vor, der dazu bestimmt ist, 
periodische Erschülterungen oder Schwingungen 
an Maschinenleilen u. dergl. aufzunehmen und 
zu registrieren. Der Apparat bestellt aus einem 
Mikrophon, einem  Saitengalvanometer und 
einer photographischen Kamera. Hr. Wolff 
Wien berichtet über die von Griffith her- 
rührende The»rie der Zerreißlesligkeit, die 
einen Zusammenhang zwischen der Oberflächen- 
spannung eines Körpers und seiner Zerreiß 
srenze herstellt. Der Vortrags. der eine neue 
Begründung und Erweiterung der Griffith - 
schen Theorie enthält, wird in dieser Zeit- 
schrift demnächst erscheinen. Hr. Schmidt 








Pr 

















München beriehtet über Theorie unmd Ver 
suche betr. Fundamentsechwingungen von Ma 


schinen Die dem Vortrag zuerundeliegend« 
orschungsarbeit wird in dieser Zeitschrift 
veröffentlicht werden. Ir. Hundhausen 


Dresden gibt an Hand zahlreicher Modell 
und zeichnerischer Darstellungen eine Veber 
sicht über die von Reulaux vor mehreren 
Jahrzehnten geschaffene Zwanglauflehre,. deren 
weiteren Ausbau er sich zur Aufgabe oe- 
macht hat. 


Sıtlzung der Abteilung Il am 21. Sep 
Iember vormiıllags. Der Vorsitzende 
IIr.v. Mises-Berlin, begrüßt die auf besonder: 
Kınladung des vorbereitenden Ausschusses Für 
angewandte Malhemalik erschienenen  Gäsl 
und dankt der Deutschen Malhemaliker-Ver 
eimoung Für das der angewandten Rich 
lunex bisher bewiesene Enlgegenkommen. «das 


nach der bevorstehenden Gründung der »Ge 
sellschaft für angewandte Malhemalik und 
\lechanık ın ein dauernd-freundschaftliches 
Verhältnis übergehen soll Ir. Runge-Gol 


lineen eröffnet die Reihe «der Vorträge mil 
einer Milteillung über «eın von ihm  gefun 
dlenes zeichnerisches Verfahren. «das die Di 
stimmung der Bahnkonstanlten von Planeten 
in einfacher Weise ermoösglich! Das Verlah 
ren beruhl auf der Abbildung von Raum 
vektoren auf die Massenpunkle der TEben« 
‚barvzentrischer Kalkül und tiefert die 
suchten Größen dureh einen der Nomograplhı 
verwandten Vorgang, wobei sieh die Genauig 
keit dureh Verfeinerung des Maßslabes bi 


liebig steigern läßt. In «der Aussprache gib 
Ir. hunge auf Wunsch von Hrn Bau 


schinger-Leipzäig und Oppenheim- Wien 
nahere Auskunft uber die praktisch erziei 
baren Genauigkeilsgrenzen. Ir. Keibner 
Berlin entwickelt in einem Vortrag «die 
Grundsleichungen dünner «elastischer Schalen 
macht Angaben über deren Integralion une 
zeigt. wie sich auf diesem Wege praktisch 
wichtige Probleme der Baumetrhanik lösen 
lassen. Der Vortrag soll in dioser Zeilschrif 
veröffentlicht werden. Großem Interesse beveo 
net auch der Vortrag von Hrn. Nadai-Göl 
lıngen über die exakte Theorie elastischer 
Platten und ihre Bestäligung dureh Versuche 
Der Vortragende hal in mehreren eigenen Ar 
beiten die mathematische Theorie auf diesen 
(ebiele in manniglachen Punkten ergänzt und 
berichtet jetzt zugleich uber Versuche mil Glas 


und Stahlblechplatten. die er in der Göttinger 
\ersuchsanstalt durchgeführt hal. Der Vortrag 


erscheint an anderer Stelle «dieses Ileftes ım 
erweiterter Form. 


In der Fortsetzung «der Silzung unter Vor 
sıiz von Hirn. Reißner sprieht zunächs| 
Ir. IHopf-Aachen über Ergebnisse von 
Versuchen im acrodynamischen Laboratormm 
\achen, die den Begrill der Rauhiskeit von 
hydraulischen Leitungen zu klaren bestimml 
waren .s hal sich herausgestellt. dab dm 
Gharaklterisierung der Wandrauhigkeil dureh 
eine einzive Zahl relalive Rauhiekeit nach 
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ur Mathemalık schlechthin bestehen soll. so 
daß das bisherige besondere Zusatzlach an 
voewandte Mathematik« wegläallt. Dafur soll dıe 
l.ehrbelählgung der Mathematik als Hauptfach 
auf zweierlei verschiedenen Ausbildungs- und 
Prüfunosweoen erworben werden können. von 
denen der «ıne der reinen Malhemalık. der 
andere der angewandten Mathematik angehor! 
Nach einem bestimmien. für beide Richtun 
sen gemeinsamen Minimum an Forderungen 
sabelt sich die Prufung je nach Wunsch des 
nandıdatlen nach der reinen vwder angewandten 
Seite. Im letzteren Hall wird Beherrschung 
der fur dıe Anwendung wichtigsten Teile der 
Analysis, insbesondere ihrer  rechnerischen 
zeichnerischen und ınstrumentellen Verfahren 
sefordert. Kenntnis der darstellenden Geome 
Statık und Kınematlık der Wahrscheinlich 
keils- und Ausgleichsrecehnung: tiefer eindrin 
oende Studien auf mindestens einem Anwen 


Irıe, der Mechanık (einschließlich graphischer 


dungsoebiet, s» daß der Kandıdal imstande 
ıst,. eine angemessene Aulgabe aus diesem Ge 
biet selbständig zu bearbeiten: endlich Vorlagı 
bescheinigter Zeichnungen und Vebungsblätter 
aus der Studıenzenl 

Hellise 
ınnerhalb «des Ausschusses hinsichtlich seines 


\leinungosverschiedenhetl bestand 
Zusalzes zu diesen Forderungen der von 
einem Teil der Ausschußbmilslieder sewuüunschl 
wurde. Der ın der Silzung des Reichsverban 
des in Leipzig am 22. Seplember von Hrn 
IIamel vertretene Standpunkt der Mehrhen 
des Ausschusses geht dahın. dab von dem 
Kandidaten der Malthemalik. der seine Pruü 
lung nach der angewandten Richtung zu er 
streeken wünscht, außerdem noch der Nach 
weis einer praktischen Betätigung gelorder! 
wird, beispielsweise bei geodätischen Vebun 
sen ım Gelände. in einem  elektroltechni 
schen oder Maschinenlaboralorium od. dergl. 
Wiührend eine derarlige Forderung ursprüng 
lıeh von Jast allen Universitälslehrern als 
nicht zur Sache vehöris völlig Aabselehn! 
wurde, vertrat in der genannten Sitzung Hr 
v. Mises im Namen der Minderheit des vom 
Reichsverband eingeselzten Ausschusses #inen 
kompromibvorschlag. Nach diesem soll von 
jedem Kandidaten der angewandten Richtung 
verlangt werden. dab er entweder zugleich 
die Lehrbelahlgung Für Physik besitzt bei 
deren Erlangung er eın genügendes Ausmaß 
Bildung machweisen 
soll oder den Nachweis praktischer Betäli 


phyvsikalisch-technischer 


sung auf einem micht-physikalischen Anwen 
dungsgebiel, z. BD. bei geodälischen Vebungen 
ım Gelände, verbringt. Dieser Vorschlag soll 
vor allem dem Gesichtspunkt Rechnung tra 
sen. dab Betäblgung ın einem physikalisch 
technischen  Praktıkum keinen  Bıildungswerl 
für einen Malhemaliker besitzt. der nieht zu 
steich physikalischen Studien obliegt; durch 
eine sprunghafte Verknupfung mathematischer 
\orlesungen mit praktischer  Tätigskeil  ın 
einem \Maschinenlaboratorium oder deral. 
würde lediglich ein gewisser  Dileltantismus 
sroßsgezogen. Nach Erstaltung der beiden Re 
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Schoenflies-Franklurl 
a/M. als Vorsitzender der Deutschen Mathe 
maliker-Vereinigung ım Namen dieser Ver 
einigung sich auf das Entschiedenste für den 
Kompromißvorschlag aus. Hr. Rothe-Berlin 


lerale sprach Ir. 


meinte. dab die Gegensälze nicht so schwer 
wiegende seien. dab ein Ausgleich innerhalb 
des Ausschusses nicht noch erhofft werden 
könnte \neenommen wurde «in von Hrn. 
Schlesinger-Gießen gestelller Verlagungsan- 
Irag. mit dem  zueleich der Reichsverband 
ersucht wird. vor Abschluß seiner Arbeiten 
mit den nmichtpreußischen Hochschulen und 
Prüfunesamlern in Kühlung zu Treten. 


$. Finsterwalder. Aın 4. Oktober ds. Js. hat 
Geheimral S. Finsterwalder. Professor der 
\lathemaltik an der Technischen Hochschule 
\lünchen, sein 60. Lebensjahr vollendet. Bei 
Kinfluß. den Fınster 
wilder auf die Entwicklung verschiedener 
/weige der angewandten Mathematik genom 
men hat, benutzen wir gern den Anlaß. seiner 
\rbeitlen und seiner Verdienste zu gedenken. 
Unter den Mathemalikern unseres Zeilalters 
ist Fınstierwalder einer der ideenreichsten 


dem bedeutenden 


Forscher und eine charakterislische  wissen- 
schaftliche Persönlichkeit. Mathematiker und 
Naturforscher zueleich. Findet er in der Be 
vbachltung der Natur unerschöplliche Anre 
sungen zu malhemalischen Fragestellungen und 
physikalisch-technischen Problemen, die er mil 
oleicher Meisterschaft bezwingl. Aus «dieser 
slueklichen und seltenen Verbindung verschie 
dener Begabungen sind die Arbeitsgebiete ent- 
standen, die er sich geschaffen hat, und auf 
denen er Meister und Lehrer geworden ist. 
während er selbst keiner Schule und keiner 
iehlung angehört als seiner #igenen. 

Unter den Teilen der angewandten Mathe 
malik, die Finsterwalder gefördert hat. 
steht die Photlogerammeltrie oben an: um 
sie gruppiert sich die Mehrzahl seiner son 
stigen Studien Zur Beschäftigung mit ihr 
führte den jungen Nalurfreund um die Mitte 
der achziger Jahre die damals auflebende wis- 
senschaftliche Erforschung der Alpen und des 
sie bedeekenden ewigen Fises. An zahlreichen 
\ufnahmen alpiner Gletscher hat Finster 
walder die Methoden der Hochgebirgspholo 
srammelrie nach allen Seiten hin entwickelt. 
Von der Konstruktion  zweckentsprechender 
Photolheodolite bis zur Darstellung der Ge- 
landelormen in der Karte gibt es keine Ein 
zelheit der Ausführung, die er micht be 
herrscht und «ie er nicht mindestens durch 
eioene Gedanken bereichert hätte. Besondere 
liebe hat er von jeher der Feldarbeit zuge 
wendet, und seit fast 1 Jahren weiıhlt er 
ıhr ın unverminderter Leistungsfähigkeit all 
jährlich einen beträchtlichen Teil seiner 
lerien. Neben die Hochgebirgsphotogram 
metrie trat bald die Ballonphotogrammetrie, 
die Vorlauferin der heutigen Fliegerphotogram- 
melrie, und auch hier beschäftigte er sich 
in praktischer und theoretischer Arbeit mit 
\ulnahme und Ausarbeitung. Beide Zweige 
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der Photogrammelrie haben die Schwierigkeil 
semeinsam. daß die vollständige Orientierung 
der Aufnahmen höchstens nach umfangreichen 
Vorarbeiten erreichbar is! Der Uberwindung 
dieser Schwieriekeitt dient eine Anzahl von 


\rbeiten über  ITuchlige Phologrammelrie 
Ortsbestimmung von Ballonaufnahmen las 
huckwärtseinschneiden im  Raum., Daneben 


linden theoretische Untersuchungen stalt über 
die geometrischen Grundlagen der Pholoeramı 
melrie. Auch die prinzipiell einfachere Photo 
srammelrie mit vollständiger Orientierung wird 
nieht vernachlässigt, Feldarbeil und Ausarbei 
tung werden verfeinert und geprüft: die mo 
dernen  stereophotogrammelrischen und auto 
graphischen Methoden. die neuerdings an der 
Fechnischen Hochschule München durch einen 
eigenen Lehrauftrag vertreten sind, in jeden 
Weise gefördert 


Mıt den Gletscheraufnahmen eng verbunden 
ist das Studium der Gletscher selbst Hier 
zeigt sich Finsterwalder als Physiker und 
Geograph. Eine Reihe von Untersuchungen 
hat das Studium der stationären Bewegung 
des Eises, besonders ihrer Verlikalkomponente 
zum Ziel: die wesentliche Frage aber, dei 
sich alle anderen unterordnen. ist die nach 
der periodischen  Dewegung den Gletscher 
schwankungen. Ihr sind die Jahrzehntelangen 
Vermessungen gewidmet. Die Untersuchungen 
über den Vernaglferner vehören zu den klas 
sischen Werken der Nalurwissenschafl line 
mäalhemalische Theorie der Glelschersechwan 
kungen erklärt mit Glück alle wesentlichen 
Erscheinungen. 


Die zu exakten photlogrammetrisechen Arbei 
ten nolwendigen geodätischen Grundlagen brin 
sen Fınsterwalder ın Fuhlung mil dem 
Vermessungswesen. besonders der höheren Geo 
däsie, der er sich mil der vewohnlen Gründ 
lichkeit in Theorie und Praxis hingibt Hin 
Reihe von Arbeiten über den Zusammensehluhß 
der trigonometrischen Nelze der deulschen 
Staalen sind eine Frucht dieser Studien. Seil 
Jahren schätzt das bavrische Landesvermes 
sungsamt seinen Rat und seine Thilfe: es hal 
sie nicht nur zur Vorbereilunge der beabsich 
tisten Neutriangulalion Bayerns in Anspruch 
venommen. sondern auch während des Krie 
ses zur Ausarbeitung Teldmäßiger Methoden 
der Luftphotogrammetrie. Die Konstruktion 
eines Apparales zur oplisch mechanischen Um 
formung von Fliegerbildern ın «ie Karte au 
(rund des Scheimpfllugschen Prinzips ver 
dient besondere Erwähnung 


Andere Arbeiten Fınsterwalders Hewen 
auf dem Gebiet der geomelrischen Optik. S4 
beschäftigen sich meist mil den von optischen 
Systemen größerer Offnung erzeugten Bildern 
und mit der Abweichung von der punkt 
förmigen Abbildung Unschärfe, Verzerrung 
Helliskeitsverteilung des Liehtlflecks. Diese Ar 


beiten fallen im das erste Jahrzehnt seiner 
orscherlaligkeil und zeichnen sieh wie seine 
samtlichen Arbeiten durch rechnerisch und 
zeichnerisch genau durchgeführte. greifbare Er 
sehbnisse aus Später hat seine tielgehende 
Kenntnis der Optik bei der Konstruktion von 
\pparalten wiederholt ihren Einfluß gezeig! 


“s ist nieht möelich. hier alle die Gebiele 
aulzuzäahlen auf denen Finslterwalders 
malhemalischer Geist und seine Erfindungs 
oabe Leistungen vollbracht haben Die Aero 
naultik Führt ihn zur Aerodvnamik; seine Ta 
liokeit als Freiballonführer zu den Problemen 
der Kugelteilung: die gesgraphischen Arbeiten 
zu Untersuchungen über die malhemalischen 
honslanten lopographischer lachen. \ırl 
analvlischem Gebiet erlindel er ein Verfahren 
der harmonischen Analyse. Die Probleme, di 
nicht praktischen Zwecken dienen, wie das 
der Flaächenterllung mil kurzestien Grenzen 
sind bei der Untersuchung praktischer Fragen 
entstanden Iı den  geomelrischen Unter- 
suchungen fehlt nie die Beziehung zur Mecha 
nik oder ein Ausblick auf andere Anwendungs 
möoolicehkeiten. auf die Aesthelik geomelrischer 
Formen und die Beziehungen zu Kunst und 
hunsthandwerk. 


Is soll auch nicht versucht werden. bier 
ein Bill von Finsterwalders bisherigem 
l.cbensseang zu entwerlen: das wenige, was ve 
saot wurde. venütet um die Geschlossenheil 
seiner Persönlichkeit zu zeieen: die Forscher 
arbeit auf dem  weilen und  vielverzweigten 
Gebiet der angewandten Malhemaltik ist ılım 
nieht Beruf. sie ist der geistivee Inhall seines 
l.cebens Seine Lehrtätiekeit. die ıhm neben 
der Ausbildung der Studierenden der Ingenieur 
wissenschaften in Malhemalik und Darstellen 
der Geomelrie. in höheren Vorlesungen Tur 
Insenieure und Malthemaliker Gelegenheit zum 
Vortrags über seine eigenen Forschungsgebiete 
oıbt. zeichnet sieh dureh lebendige Verbindung 
von Theorie und Praxis aus Kein Wunder 
daß ein so gedankenreicher und lebenspenden 
der Geist eroßen HKıinlluß auf seine Umgebung 
ausübt: daß er mil verwandten Naluren am 
derer WVachriehlungeen  tahrzehnlelane zu we 
meinsamen Ziel zusammenarbeitel: dab er au! 
edlem seiner Lieblinesvebiele einen Kreis von 
Schülern um sich sesammelt und einen Eın 
Nuß auf die Entwicklung der Wissenschaft a 
wonnen hal. der weit über seinen unmıltel 
baren Wıirkuneskreis hinaussehl und wenig 
stens ın der Vorkriegeszeit nicht auf Deutsch 
land beschränkt war. Ileule. da die Photo 
erammelrie nach jahrzehntelangen Schwierig 
keiten sich «durchgeselzt hat und ım Wissen 
schaft und Technik. in Vermessungswesen und 
\stronomie den ıhr vebührenden Platz ein 
nimmt. sieht er ın Deulschland ınm einer Zeit 
vielfachen  Nıedereanges (die  Fruchlte seiner 
Arbeit reilen l.:raalla 221 
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ZUSCHRIFTEN AN DEN HERAUSGEBER 


Massenanziehung in einem Kreisring- 
körper. Dieses Thema behamdelt in Bed. 1 
1021, 8, 487 bis 489 ein Aufsatz «es Herrn 
I. WHotopp, «der nieht  unwidersprochen 
bleiben kann. Herr IHlotopp integriert dort 
las Interral 


’ 
vO)> 2, n 
— } I’ 
. | | m“ In cos m 
(olvendermabßen aneenähert: er teilt das Inter 
Pr . I 
vall O bis 2 in 12 gleiche Stück: vunel 
hy 


ersetzt das Integral dureh die Summe 


7 eoa n 
x 
tı 7 « 
I +n® In eos 
Il! 
I 7 w; 
3 IS\W 
12 1 12 


Dieses Verfahren max für Werte von a2 bw 
friedliven, «lie von n I hinreichend entfernt 
ind, ist aber sieher unzusässie, wenn a «ieht 
bei I Tiert, weil «dort «der Interrand sehr vroß 
wird, für a >1 sorar eeoen © veht. In diesem 
"alle versart bekanntlich das Verfahren. 
Tatsächlich sim auch gerade «die interessäan 
ten Resultate des Herrn Ilotopp falseh. In 
Wahrheit zibt es bei Fir. 3 weder das Maximum, 
noch «die Nullstelle bei 3, noch das Minimum 
Vielmehr seht «die Kurve bei Annäherune an 
N I beilerselfs veren = nd sieht also so atıs 
wie «lie untenstehende Abbildunze) zeist: 
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Nun wiöchst aber bekinntliech das elliptische 
Interral 


In der Abbildung ist die Bezeichnun® n | 


etwas mehr nach reehts verückt zu «denken. 


‘ 
| da 
I+n?— ?n eos 
mit u >1 beiderseits werren 2, was ja 


schon «aratıs hervoreeht,. «dab 
lim . d 3 lim d r 


r >0 | > () I} 


2(L— cos) 


Ist, 
Mithin muß » «die von mir behauptete 


(Westalt haben. Es ist ja auch ein bekannter 


Satz (der P’otentialtheorie, dab bei Annäherung 
an eine init Masse belerte Linie sowohl 
Potential wie Kraft unendlich groß werden. 

Die weiteren NSehlüsse «des Ilerrn Hotopp 
Il natürlich entsprechemd unrichtig. 167 


Hammel, 


Erwiderung. Den von Hrn. Professor 


(i Is mel zu meine \rbeil uber \lassen 
ınziehhung ın einem Kreisrinelrager. erlobenes 
muallieinalisehen  BKamwand dal» che auf dem 


\ese endhieher Teilung gewonnene aneenähert: 
seomelrische Entwicklung der 11 Gl. (5. memer 
\rbett enthaltenen Inleerallunktion bei stelieen 
\erterlune «der Massen eine andere Vorm une 
insbesondere (div betrellende Line unter For! 
all «ler Maximal um Minmimalpunkte im Ab 


Stande I von der hingmille asynplotiselt 
\nnmaherune am eıme den EKlemenlarrine lanmok 
rende Gere Zzeiel mul ıch voellen Tassen 
Sehuinle nur. dab die Mathematik einen ande 
weil Ssınebaren \Weo zur wirklichen  e'n 


lachen Auswerlange jener Funktion über di 
rkenntnis des bezeichnelen asymnplolischen 


\erhaltlens hinaus nicht bietel Die \nzie 
hung «es Klemenlarrınges auf telen seiner 
eigenen Massenpunkte, d.ı. seine Vestiekenl 


soweit altlese aus der Massenanziehunge en! 
springt, wurde sieh dabei nur in endlicher 
(rohe ereecben konnen 

\leıne Beschäaltiveung mil dem mir sonst fer 
ner hievenden Gegenstände „eschah  tbrieens 
nur aus bestimmlem Anlaß und ın erster Lin 
mil dem Ziele. den Gleicheewiechlszustanmed eines 
\lassenpunktes ım Zentrum eines Kreistingkör 
pers ledielich unter der Wirkung der Massen 
ınziehune Testzustellen In «dieser Beziehtmne 
wire «las Kreebnis. die Feststelluns des labilen 
Glerchoewichltlszustandes,. dureh den  Kimwancl 
des Ilerrn G. Hammel nicht berühr! 


1 ‚lopp Ihy/ a 


(Kedaktionsschluß 51. Oktober 1922.) 


Verantwortlich Für die Sehriftleitung Professor Dh 
Druck von A. W 


on Mis« Berlin W530. Neue \Wiınterfeldtstraßbe 43 
halle. berlin N 30 
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